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Abstract

In this paper a number of theoretical principles on the relation between the historical
evolution of mathematical ideas and the teaching and learning process of mathe-

matics are critically analyzed and discussed. ese principles are drawn from broader
theoretical schemata developed in the field of mathematics education research; for a
more specific analysis an attempt is made to examine the relation between the historical
evolution of basic algebraic ideas and research results on the teaching and learning of
school algebra. is paper has been used as the theoretical framework for a postgrad-
uate course on the didactical application of the history of mathematics.
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Περίληψη

Στην εργασία αυτή αναλύονται και εξετάζονται κριτικά ορισμένες θεωρητικές αρχές
για τη σχέση της ιστορικής εξέλιξης των μαθηματικών ιδεών με τη διαδικασία της

διδασκαλίας και μάθησης των Μαθηματικών. Οι αρχές αυτές αντλούνται μέσα από
ευρύτερα θεωρητικά σχήματα που έχουν αναπτυχθεί στο πλαίσιο των ερευνών της
Διδακτικής των Μαθηματικών� για μια πιο εξειδικευμένη ανάλυση επιχειρείται η
εξέταση της σχέσης ανάμεσα στην ιστορική εξέλιξη βασικών αλγεβρικών ιδεών και σε
ερευνητικά αποτελέσματα που αφορούν τη διδασκαλία και μάθηση της σχολικής
άλγεβρας. Το περιεχόμενο αυτής της εργασίας έχει χρησιμοποιηθεί ως θεωρητικό
πλαίσιο ενός μεταπτυχιακού μαθήματος για τη διδακτική αξιοποίηση της Ιστορίας
των Μαθηματικών.
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0. Εισαγωγή

Οι συζητήσεις για τη σχέση ανάμεσα στην Ιστορία των Μαθηματικών και τη μα-
θηματική εκπαίδευση εμφανίζονται από τις αρχές του 20ου αιώνα με όρους ενός

«παραλληλισμού» και με πρόθεση να συμβάλουν στη βελτίωση της διδασκαλίας και
μάθησης. Αυτή η έννοια του «παραλληλισμού» στηρίχτηκε σε μια μεταφορά, στο
χώρο της εκπαίδευσης, του λεγόμενου «βιογενετικού νόμου» του Ernst Haeckel
(1834–1919) σύμφωνα με τον οποίο η οντογένεση (δηλαδή η ανάπτυξη ενός οργα-
νισμού), είναι μια βραχεία επανάληψη ή ανακεφαλαίωση της φυλογένεσης (δηλαδή
της εξέλιξης του αντίστοιχου γένους). Η μεταφορά χρησιμοποιήθηκε αρκετές φορές
από εξέχοντες μαθηματικούς1 για να υποστηριχτεί ότι αν η γνωστική ανάπτυξη ενός
ατόμου ανακεφαλαιώνει την ανάπτυξη του ανθρώπινου γένους, τότε θα πρέπει η
διδασκαλία των Μαθηματικών να ακολουθεί κατά κάποιο τρόπο την ιστορική τους
πορεία και να ενσωματώνει στοιχεία της τελευταίας.

Στην κατεύθυνση αυτή έχουν υπάρξει σημαντικές εξελίξεις, που εκτείνονται από
την ανάπτυξη μιας ορθολογικής βάσης για τη διδακτική αξιοποίηση της Ιστορίας
των Μαθηματικών, μέχρι και συγκεκριμένες προτάσεις «γενετικών» μεθόδων διδα-
σκαλίας και παραγωγή διδακτικού υλικού. Παράλληλα όμως έχουν διατυπωθεί αμ-
φιβολίες για τη δυνατότητα λειτουργικής ένταξης ιστορικών στοιχείων στην
τρέχουσα πρακτική της σχολικής τάξης των Μαθηματικών. Σημαντικότερο έργο στο
οποίο καταγράφονται όλες οι παραπάνω εξελίξεις θεωρείται μέχρι σήμερα ο συλ-
λογικός τόμος History in Mathematics Education, που εκδόθηκε στη σειρά μελετών
της Διεθνούς Επιτροπής για τη Μαθηματική Εκπαίδευση (Fauvel & Maanen, 2000).
Οι εργασίες που αναφέρονται σε επισκοπήσεις, αναθεωρήσεις και ειδικές πτυχές
του ζητήματος συγκροτούν ήδη μια ευρεία βιβλιογραφική βάση δεδομένων, στην
οποία μπορούν να γίνουν ορισμένες επιλεκτικές και απολύτως ενδεικτικές παρα-
πομπές (Θωμαΐδης & Καστάνης 1987, Thomaidis 1991, Jahnke 1994, Otte & Seeger
1994, Fried 2001, Nooney 2002, Furinghetti & Radford 2002, Ζορμπαλά & Τζανάκης
2003, Grattan–Guinness 2005, Βερυκάκη & Καστάνης 2006, Θωμαΐδης & Τζανάκης
2006, Κολέζα 2006, ΕΠ.Ε.ΔΙ.Μ. 2009, Jankvist 2009, Tzanakis & Thomaidis 2012). 

Εκτός από τις αναζητήσεις για «άμεση» διδακτική αξιοποίηση της Ιστορίας των Μα-
θηματικών, τις τελευταίες δεκαετίες παρατηρείται μια διαρκώς αυξανόμενη διείσδυση
της τελευταίας στις έρευνες της Διδακτικής των Μαθηματικών. Η ιστορική γνώση πα-
ρουσιάζεται ως πηγή ενόρασης για τα πολύπλοκα ζητήματα που αφορούν τη διαδι-
κασία της μάθησης και τη φύση των δυσκολιών που αντιμετωπίζουν οι μαθητές. Σ’
αυτό το πλαίσιο μπορούμε να διακρίνουμε ήδη ορισμένες χαρακτηριστικές τάσεις για
τον τρόπο με τον οποίο οι ιστορικές αναλύσεις μπορούν να συμβάλλουν στις έρευνες
της Διδακτικής και την επίλυση των προβλημάτων που αντιμετωπίζει.

Σκοπός μας στην εργασία αυτή είναι να εξετάσουμε τις τάσεις που έχουν διαμορ-
φωθεί, καθώς και ορισμένα μεθοδολογικά προβλήματα που προκύπτουν. Αυτά τα
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ζητήματα συγκροτούν τον πρώτο άξονα των διαλέξεων του μεταπτυχιακού μαθή-
ματος «Αξιοποίηση της Ιστορίας των Μαθηματικών στη Διδακτική τους», το οποίο
διδάσκει ο υπογράφων τα τελευταία τέσσερα χρόνια στο Τμήμα Μαθηματικών του
Ε.Κ.Π.Α. στο πλαίσιο του Διατμηματικού Προγράμματος Μεταπτυχιακών Σπουδών
«Διδακτική και Μεθοδολογία των Μαθηματικών». Στην πρώτη ενότητα θα επιχει-
ρήσουμε μια γενική επισκόπηση του ζητήματος ενώ στη δεύτερη θα εξετάσουμε ει-
δικότερα τη χρήση της Ιστορίας των Μαθηματικών στις έρευνες που έχουν
αντικείμενο τη διδασκαλία και μάθηση της σχολικής Άλγεβρας. 

1. Θεωρητικές και ερευνητικές διαστάσεις του
ζητήματος

Μια θεωρία μάθησης, που είχε σημαντική επίδραση στις έρευνες της Διδακτικής
των Μαθηματικών και οριοθέτησε ένα συγκεκριμένο τρόπο χρήσης της Ιστορίας,

είναι εκείνη που πηγάζει από το έργο του Jean Piaget. Όπως είναι γνωστό, ο Piaget
διατύπωσε τη θεωρία του για τη νοητική ανάπτυξη αντλώντας ιδέες από τη θεωρία
της βιολογικής προσαρμογής και διεξάγοντας εκτεταμένα πειράματα με παιδιά. Σύμ-
φωνα με τη θεωρία αυτή, η απόκτηση των γνώσεων και η ανάπτυξη της σκέψης
είναι μια διαδικασία σταθερής αλληλεπίδρασης των παιδιών με το περιβάλλον τους,
η οποία εξελίσσεται σε τέσσερα διαδοχικά στάδια από τη βρεφική ως την εφηβική
ηλικία, με προοδευτική κατασκευή νοητικών σχημάτων και δομών. Η προσαρμογή
στο περιβάλλον πραγματοποιείται με την επίτευξη μιας εξισορρόπησης ανάμεσα
στα αποτελέσματα που παράγουν οι μηχανισμοί της «αφομοίωσης» (ενσωμάτωση
της νέας γνώσης σ’ ένα υπάρχον νοητικό σχήμα) και της «συμμόρφωσης» (αλλαγές
στη νοητική δομή που είναι απαραίτητες για το συνταίριασμα της νέας γνώσης με
τις παλιές). Η μετάβαση από ένα στάδιο στο άλλο πραγματοποιείται με το μηχανισμό
της «αναστοχαστικής αφαίρεσης»2 όπου οι ενέργειες και διαδικασίες ενός σταδίου
μετασχηματίζονται σε αντικείμενα σκέψης στο επόμενο στάδιο ανάπτυξης. Αν και η
θεωρία του Piaget για τη νοητική ανάπτυξη δεν αφορά άμεσα τη σχολική εκπαίδευση,
ούτε συγκεκριμένο γνωστικό πεδίο, εν τούτοις χρησιμοποιήθηκε ως θεωρητικό πλαί-
σιο πολλών ερευνών της Διδακτικής των Μαθηματικών, καθώς και μεγάλων εκπαι-
δευτικών μεταρρυθμίσεων (ιδιαίτερα την περίοδο των «Νέων Μαθηματικών»). 

Εκείνο που μας ενδιαφέρει ιδιαίτερα εδώ είναι ότι ο Piaget και οι συνεργάτες του
επιχείρησαν να αποδείξουν ότι βασικά στοιχεία της θεωρίας, όπως τα στάδια και
οι μηχανισμοί της νοητικής ανάπτυξης, μπορούν επίσης να χρησιμοποιηθούν ως ερ-
γαλεία επιστημολογικής ανάλυσης και να εντοπιστούν στην ιστορία της επιστήμης.
Ιδιαίτερα αποκαλυπτικό για το συγκεκριμένο ζήτημα είναι το επόμενο απόσπασμα
από το βιβλίο Ψυχογένεση και ιστορία της επιστήμης που έγραψε ο Piaget με το συ-
νεργάτη του Rolando Garcia: 

«… οι πρόοδοι που έγιναν στην πορεία της ιστορίας της επιστημονικής
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σκέψης από τη μια περίοδο στην επόμενη δεν ακολουθούν, εκτός από
σπάνιες περιπτώσεις, η μια την άλλη με τυχαίο τρόπο, αλλά μπορούν
να διαταχθούν κατά σειρά, όπως στη ψυχογένεση, υπό τη μορφή δια-
δοχικών “σταδίων”. Θα επιχειρήσουμε να περιγράψουμε, για κάθε
πεδίο, τα πιο σημαντικά από αυτά τα στάδια. Για παράδειγμα, στην
περίπτωση εκείνης της θεμελιώδους περιόδου στην εξέλιξη της άλγε-
βρας που αρχίζει με τις “ομάδες” του Galois, παρατηρούμε μια σειρά
κατασκευών που δεν είναι καθόλου τυχαίες. κάθε μια γίνεται δυνατή
από τις προηγούμενες και κάθε μια με τη σειρά της προετοιμάζει εκεί-
νες που ακολουθούν. Στη γεωμετρία, δεν είναι καθόλου σύμπτωση ότι
οι μη Ευκλείδειες γεωμετρίες εμφανίστηκαν πολύ αργότερα από τις Ευ-
κλείδειες και ότι τα συστήματα συντεταγμένων κατασκευάστηκαν
πολύ αργότερα από την ανάλυση των γεωμετρικών μορφών. Μια από
τις βασικές όψεις αυτής της έρευνάς μας είναι να προσπαθήσουμε να
αναγνωρίσουμε τέτοιους νόμους προόδου. Πρέπει όμως να γίνει εξαρ-
χής φανερό με ποιο τρόπο ορίζουμε το σκοπό που θέλουμε να πετύ-
χουμε συγκρίνοντας τέτοιες προόδους με εκείνες που παρατηρήθηκαν
στη ψυχογένεση: ο σκοπός αυτός δεν είναι να δημιουργήσουμε αντι-
στοιχίες ανάμεσα σε ιστορικές και ψυχογενετικές ακολουθίες ως προς
το περιεχόμενο, αλλά μάλλον να δείξουμε ότι οι μηχανισμοί της μετά-
βασης από μια ιστορική περίοδο στην επόμενη είναι ανάλογοι προς
εκείνους της μετάβασης από ένα ψυχογενετικό στάδιο στο επόμενο.»
(Piaget & Garcia 1989: 28, η έμφαση δική μας).

Στην έρευνά τους οι Piaget και Garcia υιοθετούν μια μέθοδο ανάλυσης της ιστορικής
εξέλιξης ορισμένων κλάδων των Μαθηματικών και της Φυσικής, η οποία στηρίζεται
στην επιλεκτική μελέτη δευτερογενούς βιβλιογραφίας και όχι ιστορικών πηγών. Με
τη μέθοδο αυτή διαπιστώνουν την ύπαρξη τριών σταδίων ανάπτυξης των επιστη-
μονικών εννοιών, και μηχανισμούς μετάβασης από το ένα στο άλλο ανάλογους προς
εκείνους που παρατηρήθηκαν στις έρευνες για τη νοητική ανάπτυξη. Όπως θα
δούμε στην επόμενη ενότητα, αυτή η μεθοδολογία και η ιδέα των “σταδίων” της
ιστορικής εξέλιξης υπήρξε ιδιαίτερα προσφιλής στους ερευνητές της Διδακτικής των
Μαθηματικών που επηρεάστηκαν από το έργο του Piaget.

Μια άλλη θεωρία για τη διδασκαλία και μάθηση των Μαθηματικών, που περιλαμ-
βάνει και έναν ιδιαίτερο τρόπο χρήσης της Ιστορίας, εντάσσεται μέσα στο πλαίσιο
της λεγόμενης «Ρεαλιστικής Μαθηματικής Εκπαίδευσης». Ένα βασικό «αξίωμα» της
θεωρίας, που συνδέεται άμεσα με το θέμα μας, είναι η «αρχή της εκ νέου επινόησης»
του Hans Freudenthal. Ο Freudenthal παρουσίασε τις βάσεις αυτής της διδακτικής θε-
ωρίας στα βιβλία του Mathematics as an Educational Task (1973) και Didactical Phe-
nomenology of Mathematical Structures (1983), στο πλαίσιο μιας πολυδιάστατης
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ανάλυσης (μαθηματικής, ιστορικής και παιδαγωγικής) βασικών μαθηματικών εννοιών.
Στο 5ο κεφάλαιο του πρώτου βιβλίου, που τιτλοφορείται «Η Σωκρατική μέθοδος»,
γίνεται μια αντιπαράθεση ανάμεσα στις «γενετικές» και «δογματικές» μεθόδους διδα-
σκαλίας. Στην πρώτη κατηγορία ο Freudenthal τοποθετεί τη μαιευτική μέθοδο του
Σωκράτη που εκθέτει ο Πλάτων στο διάλογο Μένων (την οποία χαρακτηρίζει ως ένα
από τα θεμέλια της διδασκαλίας), ενώ στη δεύτερη τοποθετεί την αξιωματική πα-
ρουσίαση των Μαθηματικών στα σύγχρονα διδακτικά βιβλία (την οποία χαρακτηρίζει
ως «αντιδιδακτική αντιστροφή» και αποκαλεί, ειρωνικά, «προ–Σωκρατική»). Στη συ-
νέχεια επιχειρεί μια προβολή της Σωκρατικής μεθόδου στη σημερινή εποχή:

«Ο Σωκράτης δεν πίστευε ότι η αληθινή γνώση πράγματι επινοείται.
… Η ψυχή λόγω της προΰπαρξής της κατέχει όλη την αληθινή γνώση.

ο μαθητής το μόνο που έχει να κάνει είναι να την ανακαλέσει, και το
καθήκον του δασκάλου είναι να τον βοηθήσει. Η διδασκαλία συνίσταται
στην καθοδήγηση του μαθητή να θυμηθεί αυτό που έχει ξεχάσει. Από-
κτηση γνώσεων είναι η εκ νέου ανακάλυψη όχι εκείνων που γνώριζαν
οι άλλοι πριν από μένα αλλά μάλλον εκείνα που γνώρισα ο ίδιος όταν
η ψυχή μου κατοικούσε στο βασίλειο των ιδεών. Δεν είναι ανάγκη να
αντιγράψουμε τα πάντα από τον Σωκράτη, ούτε να συμμεριστούμε
την πίστη του στην προΰπαρξη. Αυτό που μένει τότε είναι η μάθηση
με την εκ νέου ανακάλυψη, όπου τώρα το “εκ νέου” δεν σημαίνει την
προϊστορία του ανθρώπου που μαθαίνει αλλά την ιστορία της αν-
θρωπότητας.» (Freudenthal 1973: 102, η έμφαση δική μας) 

Τονίζοντας το γεγονός ότι η γενετική μέθοδος δεν είναι ούτε λογικο–μαθηματική,
ούτε ιστορική, ούτε ψυχολογική έννοια, ο Freudenthal οριοθετεί τις χρήσεις της Ιστο-
ρίας στη διδασκαλία των Μαθηματικών αποδίδοντας σ’ αυτήν ένα ρόλο «δεξαμενής»
από την οποία αντλούνται διδακτικές ιδέες και υλικό:

«Η προτροπή να διδάσκονται οι ιδέες γενετικά δεν σημαίνει ότι αυτές
πρέπει να παρουσιάζονται με τη σειρά που εμφανίστηκαν, ακόμη και
όταν αποκλειστούν όλα τα αδιέξοδα και παραλειφθούν όλες οι λοξο-
δρομήσεις. Αυτό που επινόησε και ανακάλυψε ένας τυφλός, μπορεί
κάποιος που βλέπει να πει αργότερα με ποιο τρόπο θα έπρεπε να είχε
ανακαλυφτεί αν υπήρχαν δάσκαλοι που γνώριζαν αυτό που εμείς γνω-
ρίζουμε τώρα.» (ο.π.:101)

Το νόημα της τελευταίας φράσης γίνεται πιο συγκεκριμένο παρακάτω, όταν ασκεί-
ται κριτική στο αξιωματικό στυλ παρουσίασης των Μαθηματικών (δηλαδή το τρί-
πτυχο «ορισμός – θεώρημα – απόδειξη»), το οποίο παρακάμπτει όλες τις
προσπάθειες που προηγήθηκαν ενός μαθηματικού αποτελέσματος και δεν αναγνω-
ρίζει καμία αναγκαιότητα αναφοράς σ’ αυτές. Ο Freudenthal προτείνει, αντίθετα,
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ότι αυτές οι προσπάθειες πρέπει να είναι ο οδηγός κατά τη συγγραφή διδακτικών
κειμένων για τα Μαθηματικά: 

«… μερικοί διδακτικά προικισμένοι συγγραφείς εκτιμούν ένα άλλο είδος
αναγνώρισης. Αποκαλύπτουν πώς θα είχαν επινοήσει τα αποτελέ-
σματα αν ήταν τόσο έξυπνοι πριν τα επινοήσουν όσο έγιναν κατόπιν.
Αυτοί οι συγγραφείς ασκούν εκείνο που ονόμασα νοητικό πείραμα.
Φαντάζονται ένα κάπως εξυπνότερο Alter Ego και το βάζουν να επινοεί
το αντικείμενο εκ νέου με μια πιο πειστική, πιο χρήσιμη, και πιο ευφυή
μέθοδο από εκείνη που χρησιμοποίησε το πραγματικό Ego. Αυτό που
πρέπει να ακολουθήσουμε δεν είναι τα ιστορικά ίχνη του εφευρέτη
αλλά μια βελτιωμένη και καλύτερα καθοδηγούμενη πορεία της ιστο-
ρίας.» (ο.π.: 103).

Οι προηγούμενες θέσεις του Freudenthal, χωρίς να επεκτείνονται σε ερμηνείες «πα-
ραλληλισμού» για τα ζητήματα της μάθησης,3 έχουν σήμερα ενσωματωθεί στις θε-
ωρητικές αρχές της λεγόμενης «αναπτυξιακής έρευνας» που διεξάγεται στο πλαίσιο
της «Ρεαλιστικής Μαθηματικής Εκπαίδευσης». Ο Gravemeijer, ένας εκ των διαδόχων
του Freudenthal στο ομώνυμο Ινστιτούτο της Ουτρέχτης, παρουσιάζοντας τις βα-
σικές αρχές και τα εργαλεία εκπαιδευτικού σχεδιασμού που χρησιμοποιεί η συγκε-
κριμένη μέθοδος έρευνας, διατυπώνει τις θέσεις αυτές ως εξής:

«Η αρχή της εκ νέου επινόησης (Freudenthal 1973) μας παρέχει την κα-
τευθυντήρια γραμμή: “Σκέψου πως θα μπορούσες να το είχες ανακα-
λύψει εσύ ο ίδιος”. Αυτό είναι βασικά η Σωκρατική μέθοδος, αν και ο
ρόλος του σπουδαστή είναι πιο ενεργητικός στη ρεαλιστική μαθημα-
τική εκπαίδευση. Όπως υποδηλώνει ο όρος “εκ νέου επινόηση”, η
πρωτότυπη διαδικασία της επινόησης μπορεί να χρησιμοποιηθεί ως
μοντέλο. Μια ανάλυση της ιστορίας των μαθηματικών θα δώσει στον
σχεδιαστή πολλές πληροφορίες που μπορούν να χρησιμοποιηθούν στο
σχεδιασμό μιας σειράς μαθημάτων.» (Gravemeijer 1998: 284, η έμφαση
δική μας) 

Στο πλαίσιο της «Ρεαλιστικής Μαθηματικής Εκπαίδευσης» έχει επίσης ξεκινήσει
τα τελευταία χρόνια και ένα συστηματικό ερευνητικό πρόγραμμα για το ρόλο της
Ιστορίας στη μαθηματική εκπαίδευση, με γενικό τίτλο «Μελέτες στην εκ νέου επι-
νόηση» (Maanen 2002).

Μια άλλη θεωρία μάθησης στη Διδακτική των Μαθηματικών που οριοθετεί επίσης
ένα συγκεκριμένο τρόπο χρήσης της Ιστορίας, είναι η Θεωρία των Διδακτικών Κατα-
στάσεων του Guy Brousseau, και ιδιαίτερα εκείνο το τμήμα της που αφορά την
έρευνα των λεγόμενων «επιστημολογικών εμποδίων». Ο Brousseau μετέφερε στη Δι-
δακτική την έννοια του «εμποδίου» που είχε εισάγει ο θεμελιωτής της επιστημολογίας
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Gaston Bachelard στις μελέτες του για την εξέλιξη της επιστημονικής σκέψης και ιδι-
αίτερα στο βιβλίο του Ο σχηματισμός του επιστημονικού πνεύματος (1938). Η έννοια
του «εμποδίου» στηρίζεται στην υπόθεση ότι η εξέλιξη αυτή δεν είναι συνεχής ούτε
αθροιστική, αλλά σημαδεύεται από αδιέξοδα και ρήξεις που καθιστούν αναγκαίο τον
επαναπροσδιορισμό των θεμελίων των επιστημών. Ο Bachelard (1938/1975, σ.13)
ονομάζει τις αιτίες της στασιμότητας, της οπισθοδρόμησης και της αδράνειας «επι-
στημολογικά εμπόδια», την εμφάνιση των οποίων θεωρεί ένα είδος λειτουργικής
ανάγκης που είναι έμφυτο στην ίδια την πράξη της απόκτησης γνώσεων. Πρέπει βέ-
βαια να αναφερθεί ότι όλα τα παραπάνω αφορούν τις Φυσικές επιστήμες, επειδή
κατά τον Bachelard η εξέλιξη των Μαθηματικών δεν παρουσιάζει περιόδους λαθών.
Η θέση αυτή διατυπώνεται στο βιβλίο του με κατηγορηματικό τρόπο:

«Η ιστορία των Μαθηματικών αποτελεί ένα θαύμα κανονικότητας.
Γνώρισε περιόδους στασιμότητας. Δεν γνώρισε όμως περιόδους
λαθών. Καμιά από τις θέσεις που υποστηρίζουμε σ’ αυτό το βιβλίο
δεν αφορά επομένως τη μαθηματική γνώση. Οι τελευταίες δεν συμ-
βιβάζονται παρά μόνο με τη γνώση του αντικειμενικού κόσμου.»
(Bachelard 1938/1975: 25, η έμφαση δική μας)

Παρά αυτόν τον κατηγορηματικό αποκλεισμό της μαθηματικής γνώσης από την
«εμβέλεια» της έννοιας του «εμποδίου», ο Brousseau προσπάθησε να αναπτύξει μια
ορθολογική βάση για τη χρησιμότητά της στη Διδακτική των Μαθηματικών. Στις
δύο βασικές εργασίες που έγραψε για το ζήτημα αυτό (Brousseau, 1983, 1989), συν-
δύασε τη θεωρία του Bachelard για την εξέλιξη της επιστημονικής σκέψης με τη θε-
ωρία του Piaget για τη νοητική ανάπτυξη, τονίζοντας ότι η μάθηση με προσαρμογή
στο περιβάλλον προκαλείται από γνωστικές ρήξεις. Λάθη που επαναλαμβάνονται
με συστηματικό τρόπο δεν οφείλονται σε έλλειψη γνώσης, αλλά στην ύπαρξη μιας
γνώσης που δυσλειτουργεί και συνιστά επομένως ένα γνωστικό εμπόδιο. Αν και η
σημασία της έννοιας του «εμποδίου» στη Διδακτική προκάλεσε διαμάχες και οδήγησε
σε αρκετούς επαναπροσδιορισμούς, το επόμενο απόσπασμα περιγράφει ικανοποι-
ητικά (με το χαρακτηριστικό ύφος του Brousseau) τα στοιχεία που χαρακτηρίζουν
μια γνώση – εμπόδιο αλλά και τη θεμελιώδη διαδικασία υπέρβασης ενός εμποδίου:

«Το εμπόδιο έχει την ίδια φύση με μια γνώση, με αντικείμενα, σχέσεις,
μεθόδους κατανόησης, προβλέψεις, με αποδεικτική δυνατότητα, ξε-
χασμένα συμπεράσματα, απροσδόκητες διασυνδέσεις, κ.ο.κ. Θα αντι-
σταθεί στην προσπάθεια απόρριψης και, όπως είναι φυσικό, θα
επιχειρήσει να προσαρμοστεί τοπικά, να τροποποιηθεί με το ελάχιστο
κόστος, να βελτιστοποιηθεί σ’ ένα συρρικνωμένο πεδίο, ακολουθώντας
μια πολύ γνωστή διαδικασία συμμόρφωσης. Για τους λόγους αυτούς
πρέπει να υπάρξει μια επαρκής ροή νέων καταστάσεων τις οποίες δεν
μπορεί να αφομοιώσει, οι οποίες θα το αποσταθεροποιήσουν, θα το
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κάνουν αναποτελεσματικό, άχρηστο, λαθεμένο. οι οποίες καθιστούν
αναγκαία την αναθεώρηση ή απόρριψή του, την περιθωριοποίησή του,
την διάλυσή του, μέχρι την τελική του εκδήλωση. Επιπλέον, η υπέρ-
βαση ενός εμποδίου απαιτεί εργασία του ίδιου είδους όπως η εφαρ-
μογή της γνώσης, δηλαδή: επανειλημμένη αλληλεπίδραση, διαλεκτική
ανάμεσα στο σπουδαστή και το αντικείμενο της γνώσης. Αυτή η πα-
ρατήρηση είναι θεμελιώδης για τον καθορισμό του τι είναι ένα γνήσιο
πρόβλημα: είναι μια κατάσταση που επιτρέπει και παρακινεί αυτή τη
διαλεκτική.» (Brousseau 1983/1997: 85)4

Ανάλογα με την προέλευσή τους ο Brousseau ταξινομεί τα γνωστικά εμπόδια σε
οντογενετικά (που σχετίζονται με την προσωπική νοητική ανάπτυξη), διδακτικά
(που σχετίζονται με επιλογές του εκπαιδευτικού συστήματος), επιστημολογικά (που
σχετίζονται με την ίδια τη γνώση) και πολιτιστικά (που σχετίζονται με κοινωνικούς
και πολιτιστικούς παράγοντες). Εκείνα που μας ενδιαφέρουν άμεσα για το ζήτημα
που εξετάζουμε είναι τα επιστημολογικά εμπόδια, τα οποία αποτελούν συστατικά
στοιχεία της γνώσης και εμφανίζονται, κατά τον Brousseau, τόσο στο ιστορικό όσο
και στο σχολικό περιβάλλον:

«Εμπόδια πράγματι επιστημολογικής προέλευσης είναι εκείνα από τα
οποία ούτε μπορούμε ούτε πρέπει να ξεφύγουμε, εξ αιτίας του εποι-
κοδομητικού ρόλου τους στην επιζητούμενη γνώση. Αυτά μπορούν να
βρεθούν στην ιστορία των ίδιων των γνώσεων. Αυτό δεν σημαίνει ότι
πρέπει να ενισχύσουμε την επίδρασή τους ή να αναπαράγουμε στο
σχολικό περιβάλλον τις ιστορικές συνθήκες κάτω από τις οποίες έγινε
η υπέρβασή τους.» (Brousseau 1983/1997: 87) 

Τα προηγούμενα προσδιορίζουν με αρκετή σαφήνεια το ρόλο της Ιστορίας των
Μαθηματικών στη θεωρία των διδακτικών καταστάσεων καθώς και το αντίστοιχο
έργο των ερευνητών της Διδακτικής. Οι τελευταίοι, κατά τον Brousseau, οφείλουν:

«α) να εντοπίζουν επαναλαμβανόμενα λάθη και να δείχνουν ότι αυτά
ομαδοποιούνται γύρω από αντιλήψεις. β) να βρίσκουν εμπόδια στην
ιστορία των μαθηματικών. γ) να συγκρίνουν τα ιστορικά εμπόδια με
εμπόδια στη μάθηση και να αιτιολογούν τον επιστημολογικό χαρα-
κτήρα τους.» (Brousseau 1989/1997: 99)

Η ανάπτυξη της θεωρίας των διδακτικών καταστάσεων από τον Brousseau και
τους συνεργάτες του πραγματοποιήθηκε με βάση ένα λεπτομερές σχέδιο για την
έρευνα της διδασκαλίας και μάθησης των δεκαδικών αριθμών. Η ιστορική εξέλιξη
των δεκαδικών μελετήθηκε εξονυχιστικά για τον εντοπισμό επιστημολογικών εμπο-
δίων, τα οποία στη συνέχεια χρησιμοποιήθηκαν ως υλικό βάσης για το σχεδιασμό
των αντίστοιχων διδακτικών καταστάσεων.
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Στις εργασίες που προαναφέρθηκαν, ο Brousseau επισημαίνει πολλές φορές ότι
ο μηχανισμός της απόκτησης γνώσεων μέσω της υπέρβασης επιστημολογικών ε-
μποδίων μπορεί να εφαρμοστεί με τον ίδιο ακριβώς τρόπο στην επιστημολογία ή
την ιστορία όσο και στη μάθηση ή διδασκαλία. Σε όλες τις περιπτώσεις, υποστηρίζει,
η έννοια του επιστημολογικού εμποδίου εμφανίζεται θεμελιώδης στη μελέτη του
προβλήματος της επιστημονικής γνώσης.

Τις προηγούμενες θέσεις του Brousseau δεν συμμερίστηκαν όλοι οι ερευνητές της
Διδακτικής των Μαθηματικών που ασχολήθηκαν με την έννοια του επιστημολογικού
εμποδίου. Ο κάπως ασαφής προσδιορισμός αυτής της έννοιας και ο χαρακτηρισμός
της ως «εγγενούς» συστατικού της γνώσης και ως «αναπόφευκτης», οδήγησαν στο
(εσπευσμένο κατά την άποψή μας) συμπέρασμα ότι η θεωρία των επιστημολογικών
εμποδίων στη Διδακτική εντάσσεται μέσα στο παραδοσιακό πλαίσιο του «ιστορικού
παραλληλισμού» (Radford 1997, σσ.29 κ.ε.). Η κριτική στάση απέναντι στις θέσεις
του Brousseau, επισημαίνοντας ιδιαίτερα τα εμπόδια διδακτικής και πολιτισμικής
προέλευσης, έφερε στο προσκήνιο την ανάγκη να επανακαθοριστεί η φύση των ε-
μποδίων που εμφανίζονται στη διδασκαλία και μάθηση των Μαθηματικών (Artigue
1992, Sierpinska 1994, ιδιαίτερα κεφ. 4 και 5). Η Artigue συγκεκριμένα, μέσα από τη
μελέτη συγκεκριμένων παραδειγμάτων, έφτασε στο σημείο να υποστηρίξει ότι η ίδια
γνώση-εμπόδιο που εμφανίστηκε κάποτε στην ιστορία και επανεμφανίζεται σήμερα
στη διδασκαλία, οφείλεται συνήθως σε διαφορετικές αιτίες: 

«… συμβαίνει συχνά, εκείνα που έχουν προσδιοριστεί από τους ερευ-
νητές ως επιστημολογικά εμπόδια … να αποδεικνύεται ότι σχετίζονται
στενά, κατά τη διαδικασία διδασκαλίας/μάθησης, με εμπόδια διδακτι-
κής φύσεως … που συνδέονται με τις επιλογές και τα χαρακτηριστικά
του εκπαιδευτικού συστήματος.» (Artigue, 1992: 110)

Οι Θωμαΐδης (1995) και Gagatsis & Thomaidis (1995) έχουν παρουσιάσει αποτε-
λέσματα ιστορικών και εμπειρικών ερευνών που ενισχύουν τις προηγούμενες πα-
ρατηρήσεις στην περίπτωση των εννοιών του αρνητικού αριθμού και της απόλυτης
τιμής. Τα αποτελέσματα αυτά δείχνουν ότι ο μετασχηματισμός μιας μαθηματικής
γνώσης σε αντικείμενο διδασκαλίας στο σχολείο, επηρεάζει ουσιαστικά τη λειτουργία
της και τροποποιεί τη φύση των εμποδίων που σχετίζονται με την εξέλιξή της:
ισχυρά διδακτικά εμπόδια παρεμβαίνουν και αλληλεπιδρούν με επιστημολογικά ε-
μπόδια που εμφανίστηκαν στην πορεία της ιστορικής εξέλιξης.

Όλες οι προηγούμενες θεωρητικές προσεγγίσεις, συνδέοντας την ιστορική εξέλιξη
των εννοιών είτε με τα στάδια και τους μηχανισμούς της νοητικής ανάπτυξης είτε
με τη μάθηση μέσω της εκ νέου επινόησης είτε με την υπέρβαση επιστημολογικών
εμποδίων, φέρνουν στο προσκήνιο ορισμένα κρίσιμα ζητήματα για τη σχέση της
Ιστορίας των Μαθηματικών με τη μαθηματική εκπαίδευση. Παρά το γεγονός ότι
αναδύονται με διαφορετικό τρόπο σε κάθε προσέγγιση, τα ζητήματα αυτά είναι
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σκόπιμο να τεθούν με ενιαίο και γενικό τρόπο που αντανακλά τη διαχρονική εξέλιξη
αυτής της σχέσης.

Ένα τέτοιο ζήτημα συνδέεται με τον προαναφερθέντα «παραλληλισμό», ή όπως
αλλιώς ορίσουμε την επιχειρούμενη συσχέτιση ανάμεσα στην ιστορική γέννηση και
εξέλιξη μιας μαθηματικής έννοιας, και τον τρόπο με τον οποίο αυτή προσλαμβάνεται
από τους μαθητές σε μια σύγχρονη σχολική τάξη. Ανεξάρτητα από τις διαφορετικές
αντιλήψεις για το νόημα αυτού του «παραλληλισμού», κάθε προσέγγιση αφήνει κατά
την άποψή μας αναπάντητο το επόμενο ουσιώδες ερώτημα:

Τι ακριβώς μπορεί να σημαίνει “παραλληλισμός” ανάμεσα σ’ ένα δημι-
ουργικό (και συνήθως κορυφαίο) μαθηματικό του παρελθόντος, και ένα
μαθητή που προσπαθεί σήμερα (συνήθως χωρίς επιτυχία) να μάθει
Μαθηματικά;

Το συγκεκριμένο ζήτημα έχει επανέλθει τα τελευταία χρόνια στο προσκήνιο, και
στις σχετικές δημοσιεύσεις μπορεί κανείς να συναντήσει θέσεις και ερευνητικά απο-
τελέσματα που εκτείνονται από την κατηγορηματική απόρριψη κάθε ιδέας «παραλ-
ληλισμού», μέχρι την ανάδειξη νέων όψεων αυτής της πολυσυζητημένης ιδέας.
(Furinghetti & Radford 2002, Arcavi 2004, Schubring 2004, Thomaidis & Tzanakis 2007) 

Ένα άλλο κρίσιμο ζήτημα που αφορά τη σχέση Ιστορίας των Μαθηματικών και
μαθηματικής εκπαίδευσης είναι ο τρόπος με τον οποίο οι ερευνητές της Διδακτικής,
ανεξάρτητα από τη θεωρητική προσέγγιση που ακολουθούν, χρησιμοποιούν τη με-
θοδολογία και τα αποτελέσματα της ιστορικής έρευνας. Τις τελευταίες δεκαετίες,
παράλληλα με τις εξελίξεις στη Διδακτική, έχουν σημειωθεί θεαματικές αλλαγές στην
ιστορική προσέγγιση και ερμηνεία των μαθηματικών γνώσεων της αρχαίας εποχής,
οι οποίες αφορούν κυρίως θεμελιώδεις μαθηματικές έννοιες και σχετίζονται άμεσα
με τα ζητήματα διδασκαλίας και μάθησης. Το γεγονός αυτό θέτει ακόμη ένα ουσιώ-
δες ερώτημα στις θεωρητικές προσεγγίσεις για τη διδασκαλία και μάθηση που χρη-
σιμοποιούν ως εργαλείο την Ιστορία των Μαθηματικών:

Πόσο έγκυρη μπορεί να θεωρηθεί η γνώση που αντλεί σήμερα ένας
ερευνητής της Διδακτικής των Μαθηματικών από ιστορικές αναλύσεις
ή επισκοπήσεις γραμμένες πριν αρκετές δεκαετίες;

Το είδος της ιστορικής γνώσης που χρησιμοποιείται για τους σκοπούς της μαθη-
ματικής εκπαίδευσης, και ιδιαίτερα στις έρευνες της Διδακτικής, είναι ένα ζήτημα
που έχει ήδη τεθεί και μάλιστα με τρόπο που εισάγει στη σχετική συζήτηση πρό-
σφατες εξελίξεις στο χώρο της ιστοριογραφίας των Μαθηματικών. (Fried 2001,
Schubring 2004, Grattan–Guinness 2005)

Στην επόμενη ενότητα θα προσπαθήσουμε να διεισδύσουμε στον πυρήνα αυτού
του ζητήματος εξετάζοντας μια συγκεκριμένη περίπτωση. 
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2. Ένα ειδικό πεδίο χρήσης της Ιστορίας των
Μαθηματικών στις έρευνες της Διδακτικής: Η
περίπτωση της Άλγεβρας

Ημελέτη των προβλημάτων που συνδέονται με τη διδασκαλία και μάθηση των
βασικών αλγεβρικών εννοιών, αποτελεί μια περιοχή ερευνών της Διδακτικής

των Μαθηματικών στην οποία μπορούμε να διακρίνουμε ειδικές όψεις όλων σχεδόν
των ζητημάτων που θίξαμε στην προηγούμενη ενότητα.

Παίρνοντας υπόψη τις τάσεις και τα αποτελέσματα των νεότερων ιστορικών
ερευνών, θα επιχειρήσουμε στην ενότητα αυτή να δείξουμε ότι η τάση ορισμένων
ερευνητών της Διδακτικής να προσεγγίζουν την ιστορική εξέλιξη της Άλγεβρας με
κανονιστικούς όρους «σταδίων ανάπτυξης» και «μηχανισμών μετάβασης», οδηγεί
στη δημιουργία υπεραπλουστευμένων μοντέλων και αποτελεί σαφή αναχρονισμό.

Σημείο αφετηρίας για το ζήτημα που εξετάζουμε αποτελούν οι εργασίες του Eon
Harper, ο οποίος χρησιμοποίησε την ιστορική ανάλυση ως βάση μιας εμπειρικής
έρευνας στην οποία καταγράφηκαν οι τρόποι που χρησιμοποιούν μαθητές της δευ-
τεροβάθμιας εκπαίδευσης για να λύσουν το ακόλουθο πρόβλημα:

Αν σας δοθεί το άθροισμα και η διαφορά δύο οποιωνδήποτε αριθμών
να δείξετε ότι μπορείτε πάντοτε να βρείτε ποιοι είναι οι αριθμοί αυτοί.

Το 42% των μαθητών έδωσε λύσεις που ταξινομήθηκαν από τον Harper (1987)
σύμφωνα με μια παραδοσιακή ιστορική ερμηνεία, που διαχωρίζει την εξέλιξη της
Άλγεβρας σε τρία στάδια: το ρητορικό, το συγκεκομμένο και το συμβολικό. Τα πρώτο
στάδιο καλύπτει την περίοδο μέχρι τον Διόφαντο (περ. 250 μ.Χ.) και χαρακτηρίζεται
από τον προσδιορισμό των ζητουμένων ενός προβλήματος με αποκλειστική χρήση
φυσικής γλώσσας. Το δεύτερο στάδιο, που καλύπτει την περίοδο από τον Διόφαντο
μέχρι το τέλος του 16ου αιώνα, χαρακτηρίζεται από τη χρήση γραμμάτων για την
αναπαράσταση αγνώστων και τη δημιουργία εξισώσεων. Τέλος, το τρίτο στάδιο
που αρχίζει με τον Viète (1540–1603), έχει επιπλέον χαρακτηριστικό τη χρήση γραμ-
μάτων και για την αναπαράσταση των δεδομένων ενός προβλήματος ώστε να είναι
δυνατή η διατύπωση γενικών λύσεων. Ακολουθώντας αυτή τη διάκριση ο Harper τα-
ξινομεί τις λύσεις που έδωσε το 42% των μαθητών της έρευνάς του σε «Ρητορικές»,
«Διοφαντικές» και «Βιετιανές». Στη συνέχεια διατυπώνει – κάνοντας μια πλάγια ανα-
φορά στον Piaget – ορισμένες θέσεις που συνηγορούν υπέρ της ιδέας του «παραλ-
ληλισμού» και του θετικού ρόλου της ιστορικής γνώσης των Μαθηματικών στην
ερμηνεία των δυσκολιών που αντιμετωπίζουν οι σημερινοί μαθητές:

«Από την άποψη αυτή η σειρά της απόκτησης των εννοιών δείχνει να
παραλληλίζεται με εκείνη που θα αποκαλύψει μια μελέτη της ιστορίας
των μαθηματικών. Εδώ η μελέτη υποδεικνύει ότι σε όλες τις περιοχές
των μαθηματικών υπάρχει ένα πλούσιο και ενδεχομένως αποδοτικό
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πεδίο έρευνας και ότι ο οδηγός για τη σειρά των περιεχομένων του
αναλυτικού προγράμματος θα μπορούσε να αναζητηθεί σε μια ιστο-
ρική ανάλυση της εξέλιξής του. …

Ανεξάρτητα από οποιαδήποτε θεώρηση για τη φύση της ακριβούς σχέσης που
υπάρχει ανάμεσα στη φυλογενετική και την οντογενετική ανάπτυξη, η ιστορική ανά-
λυση των μαθηματικών ιδεών μπορεί λοιπόν να μας εφοδιάσει με σημαντικές ενο-
ράσεις για τις νοητικές δυσκολίες και ανακαλύψεις που εμποδίζουν ή προάγουν τη
μαθηματική πρόοδο. Δεν χρειάζεται πολλή φαντασία για να αναγνωρίσει κανείς ότι
οι μαθητές θα αντιμετωπίσουν παρόμοιες δυσκολίες και ότι θα καταφέρουν να κά-
νουν παρόμοιες προόδους με τους μαθηματικούς της ιστορίας, των οποίων το εν-
νοιολογικό σύμπαν διαμοιράζονται.» (Harper 1987: 85–87)5

Μια άλλη εργασία σχετική με το ζήτημα που εξετάζουμε δημοσιεύτηκε από την
Anna Sfard το 1991. Στην εργασία αυτή η ιστορική εξέλιξη του αριθμού και της συ-
νάρτησης χρησιμοποιήθηκε ως βάση για τη διατύπωση ενός θεωρητικού μοντέλου
της ανάπτυξης των μαθηματικών εννοιών κατά τη διαδικασία της μάθησης. Το μο-
ντέλο προβλέπει την ιεραρχική εμφάνιση τριών σταδίων, που χαρακτηρίζονται αν-
τίστοιχα ως «φάση εσωτερίκευσης» (όταν εκτελείται κάποια υπολογιστική
διαδικασία με οικεία μαθηματικά αντικείμενα), «φάση σύνοψης» (όταν η διαδικασία
συνοψίζεται σε πιο εύχρηστες ενότητες) και ως «φάση αντικειμενοποίησης» (όταν
η διαδικασία μετασχηματίζεται σε ένα νέο και αυτόνομο αντικείμενο μελέτης). Οι
δύο πρώτες φάσεις, στις οποίες κυριαρχούν διαδικασίες και αλγόριθμοι σε υποκεί-
μενες έννοιες, ονομάζονται «εργαλειακές» ενώ η τρίτη, στην οποία αναδεικνύονται
οι αφηρημένες όψεις των εννοιών, ονομάζεται «δομική». Προβάλλοντας στη συνέχεια
αυτό το μοντέλο στην ιστορική εξέλιξη της Άλγεβρας, η Sfard επιχειρεί να εντοπίσει
σ’ αυτήν τα στάδια μετάβασης από τις «εργαλειακές» στις «δομικές» προσεγγίσεις
χρησιμοποιώντας την παραδοσιακή ερμηνεία των τριών σταδίων εξέλιξης (ρητορικό,
συγκεκομμένο, συμβολικό):

«Όπως παρατηρούν οι Davis και Hersh (1983, σ.182), “Τα μαθηματικά
της Αιγύπτου, της Βαβυλώνας, και της αρχαίας Ανατολής ήταν όλα αλ-
γοριθμικού τύπου… Μόνο στη σύγχρονη εποχή βρίσκουμε μαθηματικά
με ασήμαντο ή καθόλου αλγοριθμικό περιεχόμενο, τα οποία θα μπορού-
σαμε να αποκαλέσουμε πλήρως διαλεκτικά ή υπαρξιακά”. Πράγματι η
επιστήμη του υπολογισμού, που είναι σήμερα γνωστή με το σχετικά νέο
όνομά της “άλγεβρα”, έχει διατηρήσει έναν ευδιάκριτα εργαλειακό χα-
ρακτήρα για χιλιάδες χρόνια. Η λεγόμενη “ρητορική” άλγεβρα, η οποία
προηγήθηκε της συγκεκομμένης και της συμβολικής άλγεβρας (η τελευ-
ταία δεν αναπτύχθηκε πριν από το 16ο αιώνα) ασχολήθηκε με τις υπο-
λογιστικές διαδικασίες καθαυτές, ενώ το μόνο αποδεκτό είδος
αφηρημένων αντικειμένων ήταν οι αριθμοί. Ακόμη και οι πιο σύνθετες
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αλληλουχίες αριθμητικών πράξεων παρουσιάζονταν με τη βοήθεια λε-
κτικών εντολών, που είχαν έναν ευδιάκριτα επακόλουθο χαρακτήρα και
δεν προκάλεσαν σύνοψη και αντικειμενοποίηση. … 

Σε ορισμένα στάδια του σχηματισμού (ή της απόκτησης) των γνώσεων η απουσία
μιας δομικής αντίληψης μπορεί να εμποδίσει την παραπέρα ανάπτυξη. Καθώς η πο-
σότητα των πληροφοριών αυξάνεται, το παλιό σχήμα μπορεί να κορεστεί και να γίνει
στην πράξη ανεπίδεκτο οποιουδήποτε εμπλουτισμού. Δεν ήταν ασφαλώς τυχαίο γε-
γονός ότι η μετάβαση από τη ρητορική στη συμβολική άλγεβρα – μια μετάβαση από
την εργαλειακή στη δομική προσέγγιση στα υπολογιστικά μαθηματικά – εμφανίστηκε
τον 16ο αιώνα. Ούτε ήταν ιστορική σύμπτωση ότι σχεδόν ταυτόχρονα εφευρέθηκαν
αρκετά διαφορετικά συστήματα συμβόλων από μαθηματικούς που εργάζονταν ο
ένας ανεξάρτητα του άλλου. Από εκείνη την εποχή, η τεράστια πολυπλοκότητα των
υπολογιστικών διαδικασιών έφερε τη ρητορική άλγεβρα σε κατάσταση αδιεξόδου και
πρακτικά έβαλε ένα τέλος στην ανάπτυξή της. Κοιτώντας ακόμη πιο πίσω, μπορούμε
να διακινδυνεύσουμε την εικασία ότι η απουσία δομικών αναπαραστάσεων (άρα δο-
μικών αντιλήψεων) ήταν ένας από τους παράγοντες που επιβράδυναν την εξέλιξη
της υπολογιστικής επιστήμης στην Αρχαία Ελλάδα και προκάλεσαν την υστέρηση
της άλγεβρας έναντι της γεωμετρίας για αιώνες.» (Sfard 1991: 24, 29).

Το προηγούμενο απόσπασμα είναι ενδεικτικό για τη μεθοδολογία χρησιμοποίησης
της Ιστορίας των Μαθηματικών σε μια ολόκληρη σειρά εργασιών που διερευνούν τη
διδασκαλία και μάθηση των αλγεβρικών εννοιών. Δευτερογενείς ή ακόμη και τριτο-
γενείς πηγές ιστορικής πληροφόρησης (όπως το πασίγνωστο βιβλίο των Davis και
Hersh The Mathematical Experience) χρησιμοποιούνται αποσπασματικά για τη στή-
ριξη ενός θεωρητικού μοντέλου της μάθησης, το οποίο εν συνεχεία γίνεται και ερ-
γαλείο διατύπωσης ιστορικών ερμηνειών! Η αντίθεσή μας εδώ δεν αφορά το μοντέλο
καθαυτό (και ιδιαίτερα τη δυναμική του ως εργαλείου διδακτικής ανάλυσης), αλλά
τον τρόπο χρήσης των ιστορικών πηγών η οποία, εκτός από αποσπασματική, είναι
και επιλεκτική:

«Ότι ακολουθεί τώρα είναι μια πολύ σύντομη και με κανένα τρόπο
εξαντλητική παρουσίαση της μακριάς και ταραχώδους ιστορίας μερι-
κών από τις πιο κεντρικές μαθηματικές έννοιες. Σ’ αυτή την εργασία
θα ασχοληθώ μόνο με εκείνα τα ιστορικά γεγονότα και αποτελέσματα
τα οποία φωτίζουν την άποψη που θα ήθελα να τονίσω εδώ …»
(Sfard 1991: 11, η έμφαση δική μας)

Το θεωρητικό μοντέλο της Sfard για την ανάπτυξη της μαθηματικής γνώσης γνώ-
ρισε ευρύτατη διάδοση στο χώρο της Διδακτικής και χρησιμοποιήθηκε σε μια σειρά
εργασιών με αντικείμενο μελέτης την Άλγεβρα και την αλγεβρική σκέψη (Kieran 1994,
Sfard & Linchevski 1994, Sfard 1995). Στις εργασίες αυτές, τόσο οι άμεσες αναφορές
όσο και η μεθοδολογία της έρευνας μαρτυρούν την ισχυρή επίδραση του πιαζετια-
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νού σχεδίου ταυτοποίησης των σταδίων και μηχανισμών της νοητικής ανάπτυξης
στην ιστορική εξέλιξη των επιστημονικών εννοιών. Οι Piaget και Garcia (1989) προσ-
διορίζουν στην ιστορία της Άλγεβρας ένα μηχανισμό μετάβασης από το «ενδο-λει-
τουργικό» στο «δια-λειτουργικό» και τέλος στο «υπερ-λειτουργικό» στάδιο
ανάπτυξης, μια ορολογία που η Sfard σπεύδει να υιοθετήσει επιχειρώντας παραλ-
ληλισμούς με το «εργαλειακό» και «δομικό» στάδιο του δικού της θεωρητικού μοντέ-
λου (Sfard 1995: 20, 29, 33).

Το βασικό συμπέρασμα που αναδύεται από τις προηγούμενες εργασίες είναι ότι
η ανάπτυξη της αλγεβρικής σκέψης ακολουθεί μια ιεραρχική δομή, στην οποία αυτό
που συλλαμβάνεται εργαλειακά σε ένα επίπεδο γίνεται αντιληπτό δομικά σε κάποιο
ανώτερο επίπεδο, γεγονός που αποτυπώνεται με έναν πίνακα «σταδίων εξέλιξης
της άλγεβρας» (Sfard & Linchevski 1994: 203). Στον πίνακα αυτό γίνεται αρχικά διά-
κριση σε δύο «τύπους» (γενικευμένη αριθμητική και αφηρημένη άλγεβρα), καθένας
από τους οποίους αποτελείται από δύο «στάδια» (εργαλειακό και δομικό). Για κάθε
στάδιο, τέλος, αναγράφονται τα σημεία αιχμής, τα μέσα αναπαράστασης και χα-
ρακτηριστικοί εκπρόσωποι. Για παράδειγμα, το έργο του Διόφαντου «κωδικοποιεί-
ται» ως εξής:

Τύπος: «Γενικευμένη Αριθμητική»,

Στάδιο: «Εργαλειακό»

Σημείο αιχμής: «Αριθμητικοί υπολογισμοί»

Αναπαράσταση: «Μικτή: λεκτική + συμβολική (συγκεκομμένη)».

Αυτή η κωδικοποίηση και ένταξη συνοδεύεται επίσης από ορισμένες ιστορικές ερ-
μηνείες τις οποίες αξίζει να παραθέσουμε αυτούσιες:

«Ο Διόφαντος δεν προχώρησε πέρα από τη χρήση των αλγεβρικών
εκφράσεων στις οποίες ένα γράμμα δήλωνε μια άγνωστη αλλά στα-
θερή τιμή, και όπου οι αντίστοιχες εκφράσεις αντιπροσώπευαν τους
αριθμούς που λαμβάνονταν συνδυάζοντας τον άγνωστο με άλλους
αριθμούς. Θα υποστηρίξουμε ότι αυτό που ανέπτυξε ήταν η άλγεβρα
μιας σταθερής τιμής, σε αντίθεση με τη συναρτησιακή άλγεβρα, όπου
τα γράμματα αντιπροσωπεύουν μεταβαλλόμενα μάλλον παρά στα-
θερά μεγέθη. Η ιδέα ενός γράμματος ως μεταβλητής – ως συμβόλου
στη θέση του οποίου μπορεί να αντικατασταθεί οποιοσδήποτε αριθ-
μός – τόσο φανερή σ’ εμάς σήμερα, ουδέποτε εμφανίστηκε στον Διό-
φαντο.» (Sfard & Linchevski 1994: 199, η έμφαση δική μας)

«Υπάρχουν κάποιες ενδείξεις ότι η άλγεβρα μπορεί να εισήλθε σ’ αυτή
τη δομική φάση με το έργο του Διόφαντου (3ος αιώνας π. Χ.). Ο Διό-
φαντος, που χρησιμοποίησε ένα συνδυασμό συμβόλων και λέξεων και
έτσι δημιούργησε τη λεγόμενη “συγκεκομμένη” άλγεβρα, έλυσε πολλούς
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διαφορετικούς τύπους εξισώσεων. … Αλλά αυτή η περίοδος μπορεί να
θεωρηθεί μόνο ένα πρώτο βήμα στην ανάπτυξη της δομικής άλγεβρας,
επειδή ο Διόφαντος δεν ανέπτυξε καθόλου γενικές μεθόδους. κάθε
ένα από τα 189 προβλήματα των Αριθμητικών του επιλύονταν με δια-
φορετικό τρόπο.» (Kieran 1994: 159, η έμφαση δική μας)

Την εποχή που γράφονταν αυτές οι γενικές διαπιστώσεις, η ιστοριογραφία των
αρχαίων Μαθηματικών είχε ήδη πραγματοποιήσει μια θεαματική στροφή στη με-
θοδολογία της έρευνας. Χαρακτηριστικό γνώρισμα της «νέας ιστοριογραφίας» είναι
ότι τα αρχαία κείμενα δεν ερμηνεύονται πλέον σύμφωνα με την αντίληψη ότι αυτά
περιέχουν τις πρώιμες και ατελείς μορφές των σύγχρονων μαθηματικών εννοιών.
Δίνοντας απόλυτη προτεραιότητα στα ιδιαίτερα χαρακτηριστικά και τις πρακτικές
κάθε αρχαίας μαθηματικής παράδοσης, η νέα ιστοριογραφική προσέγγιση ανέτρεψε
για παράδειγμα την (εδραιωμένη επί δεκαετίες) ερμηνεία ότι το μαθηματικό περι-
εχόμενο των Βαβυλωνιακών πινακίδων αποτελεί την πρώτη εμφάνιση της στοιχει-
ώδους Άλγεβρας, αυτής που χαρακτηρίζεται σήμερα ως «γενικευμένη Αριθμητική».
Μια ριζική επανεξέταση της τεχνικής ορολογίας και της πρακτικής των γραφέων
έδειξε, αντίθετα, ότι το περιεχόμενο αυτό είναι στενά συνυφασμένο με γεωμετρικές
έννοιες και δραστηριότητες (Hoyrup 1990, 2002). Νεότερα επίσης αποτελέσματα
για την Αιγυπτιακή, την Ελληνική, την Ισλαμική και την Κινεζική μαθηματική παρά-
δοση, αποκαλύπτουν ισχυρές πολιτιστικές επιδράσεις και ιδιομορφίες και αναθε-
ωρούν καθιερωμένες ερμηνείες (Chemla 2003, Imhausen 2003, Oaks & Alkhateeb
2005, Thomaidis 2005, Thomaidis 2011). Για παράδειγμα, η σύγχρονη ιστορική έρευνα
προσκομίζει πολλά επιχειρήματα που δείχνουν ότι όσα επισημαίνονται στα προ-
ηγούμενα αποσπάσματα σχετικά με τον Διόφαντο αποτελούν εσπευσμένες και
αφοριστικές γενικεύσεις.

Ακόμη και μια βιαστική ματιά μπορεί να δείξει την πολυπλοκότητα του προβλή-
ματος που αντιμετωπίζουμε, όταν θέλουμε να ξεδιαλύνουμε τα νήματα της ιστορι-
κής εξέλιξης της Άλγεβρας. Ο Διόφαντος αποτελεί κεντρική μορφή αυτής της
εξέλιξης αλλά αγνοούμε τη σχέση του, όχι μόνο με τις προελληνικές μαθηματικές
παραδόσεις αλλά ακόμη και με την Ελληνική της κλασικής περιόδου, από την οποία
το έργο του έχει εμφανώς επηρεαστεί. Στα Αριθμητικά του Διόφαντου συναντούμε
για πρώτη φορά τον ορισμό μιας έννοιας “αγνώστου” αριθμού, ένα συγκροτημένο
σύστημα συμβολικής αναπαράστασης σχέσεων που περιέχουν τον “άγνωστο” και
τις δυνάμεις του, και ορισμένους γενικούς κανόνες επίλυσης εξισώσεων. Όλα αυτά
τα αλγεβρικά εργαλεία χρησιμοποιούνται για την επίλυση προβλημάτων θεωρητικής
αριθμητικής στο πεδίο των θετικών ρητών αριθμών, χωρίς γεωμετρικές ερμηνείες ή
πρακτικές εφαρμογές. Αν ο Διόφαντος είχε «προετοιμάσει» το δρόμο για το Συνο-
πτικό Βιβλίο Υπολογισμού με Άλγεβρα και Αλμουκαμπάλα του al–Khwarizmi, τότε η
απολύτως «ρητορική», και με Ευκλειδείου τύπου γεωμετρικές ερμηνείες, άλγεβρα
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του τελευταίου θα είχε διαφορετική μορφή. Αντίθετα, ο al–Khwarizmi φαίνεται ότι
εκπροσωπούσε στο εσωτερικό των Ισλαμικών Μαθηματικών μια παράδοση με Ινδι-
κές ή Βαβυλωνιακές ρίζες, προσανατολισμένη προς τους αριθμητικούς υπολογι-
σμούς και τις πρακτικές εφαρμογές (το μεγαλύτερο μέρος αυτού του βιβλίου
αφιερώνεται σε προβλήματα εμπορικών συναλλαγών, μετρήσεων και κληρονομιών).
Η παράδοση αυτή αναπτύχθηκε ως ένα σημείο ανεξάρτητα από το κυρίαρχο πρό-
τυπο της «επιστημονικής γνώσης», που εκπροσωπούσαν στο Ισλάμ τα έργα των
αρχαίων Ελλήνων μαθηματικών και οι μεταφράσεις τους στην Αραβική γλώσσα. Η
ανάπτυξη της Άλγεβρας στη Βόρεια Αφρική και τη Δυτική Ευρώπη (όπως αποτυ-
πώνεται π.χ. μέσα στο έργο του Fibonacci ή του Jordanus de Nemore το 13ο αιώνα)
επηρεάστηκε σημαντικά από αυτή την παράδοση, μια επίδραση που φτάνει μέχρι
την Ars Magna (1545) του Cardano. Το γεγονός όμως που λειτούργησε ως κινητήριος
μοχλός για τη δημιουργία και καθιέρωση της νεότερης, συμβολικής άλγεβρας, ήταν
η μεταφορά των Αριθμητικών του Διόφαντου από το Βυζάντιο στη Δύση και η κα-
θοριστική επίδραση αυτού του έργου σε μαθηματικούς όπως ο Bombelli, ο Descartes
και ο Viète (Juschkewitsch 1963, Waerden 1985, Flegg 1987, Hoyrup 2002). 

Τα προηγούμενα6 αναδεικνύουν κατά την άποψή μας ένα κρίσιμο μεθοδολογικό
ζήτημα, που αφορά το ρόλο και τον τρόπο χρήσης της Ιστορίας των Μαθηματικών
στις έρευνες της Διδακτικής και το οποίο επιχειρούμε να προσεγγίσουμε στην επό-
μενη ενότητα.

3. Μερικές πρόσφατες εξελίξεις και συμπεράσματα

Ηραγδαία ανάπτυξη των ερευνών της Διδακτικής των Μαθηματικών τις τελευ-
ταίες δεκαετίες οφείλεται σε μεγάλο βαθμό στην υψηλή «απορροφητικότητα»

εννοιών και μεθόδων από «συνοριακά» και καθιερωμένα επιστημονικά πεδία, όπως
είναι η Ψυχολογία, η Παιδαγωγική, η Κοινωνιολογία, και άλλα που βρίσκονται πιο
κοντά στη «μητρική» επιστήμη, όπως η Ιστορία των Μαθηματικών. Στις προηγού-
μενες ενότητες διαπιστώσαμε την ολοένα μεγαλύτερη διείσδυση της Ιστορίας στις
έρευνες της Διδακτικής, αλλά ταυτόχρονα και το γεγονός ότι πολλοί ερευνητές της
τελευταίας δεν φαίνεται να αντιλήφθηκαν έγκαιρα την παράλληλη και εξίσου ση-
μαντική εξέλιξη των ερευνών στην ιστοριογραφία των Μαθηματικών. Αυτή η κατά-
σταση δεν πέρασε φυσικά απαρατήρητη και τα τελευταία χρόνια πυκνώνουν στο
χώρο της Διδακτικής οι αντιδράσεις και τα κριτικά ερωτήματα, καθώς και οι απαι-
τήσεις για νέου είδους ιστοριογραφικές προσεγγίσεις. Είναι χαρακτηριστικό ότι σε
συλλογικούς τόμους με αντικείμενο τη διδασκαλία και μάθηση της Άλγεβρας έχουν
δημοσιευτεί τα τελευταία χρόνια ιστορικές εργασίες που κινούνται προς αυτή την
κατεύθυνση. Ορισμένες από αυτές εξετάζουν τις συνέπειες που έχει στο χαρακτη-
ρισμό βασικών αλγεβρικών ιδεών, όπως του αγνώστου και της μεταβλητής, η ριζική
αναθεώρηση της ιστορικής ερμηνείας για τη Βαβυλωνιακή άλγεβρα (Radford 1996,
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2001). Άλλες επιχειρούν να επαναπροσδιορίσουν τη φύση των προβλημάτων που
προκάλεσαν την ανάπτυξη της Άλγεβρας (Charbonneau 1996, Charbonneau & Lefevre
1996) ή τα επιστημολογικά εμπόδια που αναδύονται κατά τη μετάβαση από την
αριθμητική στην αλγεβρική επίλυση προβλημάτων (Puig & Rojano 2004). Κοινό γνώ-
ρισμα όλων αυτών των εργασιών για το ζήτημα που εξετάζουμε, είναι ότι επιχειρούν
να εισάγουν στην προβληματική των ερευνών της Διδακτικής τις νέες εξελίξεις και
ερμηνευτικές προσεγγίσεις που αναπτύχθηκαν στην ιστοριογραφία των Μαθημα-
τικών τις δύο τελευταίες δεκαετίες. 

Οι προηγούμενες εξελίξεις υποδηλώνουν μια τάση αλλαγής: Από την αναζήτηση
στην Ιστορία «μηχανισμών» και «σταδίων» που μπορούν να «παραλληλιστούν» με
τη νοητική ανάπτυξη, αρκετοί ερευνητές της Διδακτικής των Μαθηματικών στρέ-
φονται τώρα στη μελέτη του περιεχομένου της ιστορικής εξέλιξης, το οποίο συ-
γκροτείται από ένα μεταβαλλόμενο σύστημα προβλημάτων, εννοιών και μεθόδων
που προσδιορίζονται πολιτιστικά και κοινωνικά. Αυτό φαίνεται ότι είναι το είδος
της ιστορικο–κριτικής ανάλυσης που ενδιαφέρει πρωταρχικά και άμεσα τη Διδακτική
των Μαθηματικών (Sierpinska 1994: 121–22), αλλά δεν έχουν ακόμη διευκρινιστεί οι
μεθοδολογικές βάσεις και τα κριτήρια εγκυρότητας της αντίστοιχης έρευνας. 

Οι εξελίξεις αυτές επαναφέρουν στο προσκήνιο μια επισήμανση που είχαμε κάνει
πριν αρκετά χρόνια: Η Ιστορία δεν μπορεί πλέον να χρησιμοποιείται σαν ένα στα-
θερό σώμα γνώσεων, στο οποίο οι ερευνητές της Διδακτικής καταφεύγουν για να
αντλήσουν ιδέες. Αντίθετα, τα ερωτήματα που θέτει η Διδακτική απαιτούν νέες ιστο-
ρικές έρευνες που φτάνουν σε αξιοσημείωτο βάθος και φέρνουν στην επιφάνεια ζη-
τήματα τα οποία δεν είχαν απασχολήσει μέχρι τώρα την ιστοριογραφία των
Μαθηματικών.7 Η έρευνά μας, π.χ., για τα επιστημολογικά εμπόδια που συνδέονται
με την έννοια της απόλυτης τιμής, απαίτησε τη μελέτη και ανάλυση μεγάλου πλή-
θους ιστορικών πηγών που καλύπτουν ένα χρονικό διάστημα τριών περίπου αιώνων
(Θωμαΐδης 1995). Για να εντοπίσουμε τα κύρια «γενεσιουργά» προβλήματα, τις εν-
νοιολογικές αλλαγές και τα μέσα αναπαράστασης που συνδέονται με την έννοια της
απόλυτης τιμής, εξετάσαμε την ιστορική εξέλιξη μαθηματικών περιοχών όπως οι
αρνητικοί και μιγαδικοί αριθμοί, η επίλυση των εξισώσεων, ο λογισμός ανισοτήτων,
η σύγκλιση των σειρών και η αριθμητικοποίηση της Ανάλυσης. Από την άλλη μεριά,
για να προσδιοριστεί η ακριβής φύση των εμποδίων που αντιμετωπίζουν οι σημε-
ρινοί σπουδαστές, απαιτήθηκε η μελέτη πολλών πηγών που αφορούν τη «διδακτική
μετατόπιση» της απόλυτης τιμής, ένα ζήτημα που συνδέεται με την ιστορική εξέλιξη
της διδασκαλίας (και είναι διαφορετικής φύσεως από το προηγούμενο).

Ένα υπόδειγμα ιστορικής έρευνας στα Μαθηματικά, που χρησιμοποιεί ως βασικό
εργαλείο ανάλυσης τη μελέτη διαχρονικών ζητημάτων της μαθηματικής εκπαίδευσης
(π.χ. την εξέλιξη των διδακτικών εγχειριδίων), αποτελεί το βιβλίο του Gert Schubring
Conflicts between Generalization, Rigor, and Intuition. Number Concepts Underlying the
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Development of Analysis in 17–19th Century France and Germany (2005). Το έργο αυτό,
καρπός εικοσαετούς ερευνητικής προσπάθειας, προδιαγράφει ορισμένες πολύ ση-
μαντικές όψεις των σχέσεων Ιστορίας και Διδακτικής των Μαθηματικών, τόσο από
πλευράς περιεχομένου όσο και μεθοδολογίας, οι οποίες θα αποτελούν κατά την
άποψή μας σταθερό σημείο αναφοράς τα επόμενα χρόνια.

Οι εξελίξεις στην ιστοριογραφία των Μαθηματικών τα τελευταία χρόνια καθιστούν
ολοένα και πιο δυσχερή την ανάληψη νέων ιστορικών ερευνών από τους ερευνητές
της Διδακτικής. Χρειάζεται επομένως να ανοίξουν δίαυλοι επικοινωνίας μεταξύ ερευ-
νητών των δύο κλάδων, να εντοπιστούν ανοικτά προβλήματα κοινού ενδιαφέροντος
και να γίνει ανταλλαγή εννοιολογικών εργαλείων και μεθόδων έρευνας. Αυτή η προ-
σέγγιση αποτελεί, κατά την άποψή μας, απαραίτητη προϋπόθεση για την ουσι-
αστική αναβάθμιση των σχέσεων Διδακτικής και Ιστορίας των Μαθηματικών στο
προσεχές μέλλον. 

Σημειώσεις
1. Αρκεί να αναφερθούν τα ονόματα των Felix Klein, Henri Poincaré, George Pólya και René Thom.

2. Το επίθετο «αναστοχαστική» χρησιμοποιείται εδώ σε αντιδιαστολή προς το «εμπειρική».

3. … η ιστορία μπορεί να είναι μια κατευθυντήρια γραμμή που δεν πρέπει να περιφρονεί κανείς,
μολονότι περιέχει στριφογυρίσματα που δεν χρειάζεται να ακολουθήσουμε, αν και στο παρελθόν
κάποιοι πίστευαν ότι το άτομο επαναλαμβάνει την ιστορία της ανθρωπότητας – στην πραγμα-
τικότητα η εκπαίδευση και η διδασκαλία πρέπει να έχουν υπόψη ότι αυτό ούτε συμβαίνει ούτε
χρειάζεται να συμβεί. (Freudenthal 1983, σ.516)

4. Η πιαζετιανή ορολογία που χρησιμοποιεί ο Brousseau στο προηγούμενο απόσπασμα ενδέχεται
να δημιουργήσει παρανοήσεις ως προς το ρόλο που αποδίδει στην έννοια του «εμποδίου» για
το ζήτημα μάθησης. Η υπέρβαση των εμποδίων δεν θα είναι το αποτέλεσμα «φυσικής» νοητικής
ανάπτυξης αλλά θα πραγματοποιηθεί σε ένα αυστηρά δομημένο διδακτικό περιβάλλον, στο
οποίο ο δάσκαλος-ερευνητής έχει καθοριστικό ρόλο για την οργάνωση διδακτικών καταστάσεων
που κάνουν δυνατή την αλληλεπίδραση ανάμεσα στο μαθητή και την επιδιωκόμενη γνώση.

5. Αυτή η εμπιστοσύνη στις δυνατότητες ταξινόμησης που παρέχει η ιστορική ανάλυση δεν μας
εμποδίζει βέβαια να θέσουμε το επόμενο κριτικό ερώτημα: Ποιο είδος ανάλυσης των μαθηματι-
κών ιδεών θα μπορούσε να μας εφοδιάσει με ενόραση για τις αταξινόμητες (;) απαντήσεις που
έδωσε το υπόλοιπο 58% των μαθητών της έρευνας του Harper;

6. Ο χώρος δεν μας επιτρέπει να επεκταθούμε στα αντίστοιχα προβλήματα που ανακύπτουν όταν
εξετάζεται κριτικά η χρήση της Ιστορίας των Μαθηματικών στις έρευνες της Διδακτικής για τα
επιστημολογικά εμπόδια και τις γνωστικές ή διδακτικές ρήξεις στη μάθηση των αλγεβρικών εν-
νοιών.

7. Βλέπε για το ζήτημα αυτό στο (Thomaidis 1993, σ.71).
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