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Abstract

This study focuses on the investigation of the performance of primary and secondary
school students as well as pre-service primary school teachers at computational esti-

mation. A test was given to 5th, 6th, 10th and 11th grade students and to students of the
Department of Primary Education of the University of Crete. e results of the present
study provide evidence that there is a slow development of the computational estimation
ability. Up to the 10th grade no significant difference is remarked. 11th grade students
have significantly better performance than 10th grade students and preservice primary
school teachers have significantly better performance than 11th grade students. Participants
of all age groups have better performance at multiplications than divisions and better per-
formance at operations between integrals than operations between decimals. Besides, the
correlation between the subareas of computational estimation becomes stronger at each
older age group which provides evidence that computational estimation structure becomes
more solid at each older age group.

Λέξεις κλειδιά
Kατ’ εκτίμηση υπολογισμοί, πολλαπλασιασμοί, διαιρέσεις, ακέραιοι, δεκαδικοί, ηλι-
κιακή διαφοροποίηση, επίδοση. 

0. Εισαγωγή

Ηεκτίμηση των αποτελεσμάτων των πράξεων μπορεί να διαδραματίσει ένα ση-
μαντικό ρόλο στη μαθηματική εκπαίδευση καθώς συνεισφέρει στην καλύτερη

κατανόηση, εκμάθηση και εφαρμογή των αλγορίθμων (Κούρκουλος & Τζανάκης,
2000) αλλά και στην καλύτερη κατανόηση των αριθμών και των ιδιοτήτων τους
(Sowder, 1992). Οι Montague & Garderer (2003) αναφέρουν ότι η εκτίμηση των απο-
τελεσμάτων των πράξεων σχετίζεται με την απόκτηση της αίσθησης του αριθμού
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(number sense1) ενώ η Mildenhall (2011) θεωρεί ότι η εκτίμηση των αποτελεσμάτων
των πράξεων αποτελεί δομικό στοιχείο της αίσθησης του αριθμού. 

Η εκτίμηση του μεγέθους των αποτελεσμάτων των πράξεων μπορεί να γίνει από
μνήμης πριν την εκτέλεση μιας πράξης, αλλά τα αποτελέσματά της χρησιμοποιού -
νται και κατά τη διάρκεια εκτέλεσης της πράξης για τον έλεγχο της ορθότητας της
διαδικασίας που ακολουθείται. Επίσης, μετά την εκτέλεσή της μπορούν να χρησιμο-
ποιηθούν για τον έλεγχο της ορθότητας του αποτελέσματος (Κούρκουλος & Τζανά-
κης, 2000). Σε περίπτωση ύπαρξης σφάλματος αμέσως επόμενο βήμα είναι η εφαρ-
μογή αυτοδιορθωτικών δραστηριοτήτων. Σε περίπτωση που ο μαθητής πραγματο-
ποιεί τέτοιες δραστηριότητες προσπαθεί να εντοπίσει το σφάλμα και να προβεί στη
διόρθωσή του. Ωστόσο, η αυτοδιόρθωση αποτελεί μια βασική μεταγνωστική δεξι -
ότητα την οποία ο μαθητής θα πρέπει να αναπτύξει μέσα από συστηματική διδα-
σκαλία, αφού η απόκτηση μεταγνωστικών δεξιοτήτων α) καθιστά το μαθητή ικανό
για αυτό-κατευθυνόμενη μάθηση και β) καλλιεργεί στο μαθητή μια θετική στάση
προς τη γνώση (Ματσαγγούρας 2000). 

Επίσης, η εκτίμηση του μεγέθους των αποτελεσμάτων των πράξεων μπορεί να
χρησιμοποιηθεί για τον έλεγχο των αποτελεσμάτων που παράγονται με αριθμομη-
χανή ή ηλεκτρονικό υπολογιστή (Κούρκουλος & Τζανάκης, 2000), καθώς είναι συχνό
το φαινόμενο σφάλματος στην εισαγωγή των δεδομένων το οποίο οδηγεί στην πα-
ραγωγή εσφαλμένου αποτελέσματος. 

Εξάλλου, η εκτίμηση του μεγέθους των αποτελεσμάτων των πράξεων μπορεί να
υποκαταστήσει τον ίδιο τον αλγόριθμο σε καταστάσεις καθημερινής ζωής στις
οποίες δεν χρειάζεται το πλήρες αποτέλεσμα αλλά μια εκτίμηση του αποτελέσμα-
τος. Σ’ αυτές τις περιπτώσεις η εκτίμηση του αποτελέσματος πλεονεκτεί σημαντικά
καθώς δίνει συνήθως ταχύτερα αποτελέσματα απ’ ότι η χρήση χαρτιού και μολυβιού
ή ακόμα και αριθμομηχανής, όταν υπάρχει η κατάλληλη εξάσκηση. Επίσης, είναι ση-
μαντικό ότι δεν απαιτείται υλικό υποστήριγμα και συνεπώς μπορεί με ευκολία να
εφαρμοστεί σε περιπτώσεις που δε διαθέτουμε χαρτί και μολύβι ή αριθμομηχανή,
όπως λόγου χάρη όταν θέλουμε να εκτιμήσουμε το κόστος διαφόρων αγαθών σε
σούπερ μάρκετ και να πάρουμε την απόφαση αν τα χρήματα που διαθέτουμε είναι
επαρκή για την αγορά τους (Λεμονίδης, 2013).

1. Ανάπτυξη της ικανότητας για εκτίμηση των
αποτελεσμάτων των πράξεων 

Λ ιγοστές έρευνες έχουν πραγματοποιηθεί οι οποίες αφορούν στην ανάπτυξη της
ικανότητας για εκτίμηση των αποτελεσμάτων των πράξεων. Η Dowker (1997)

διερεύνησε τις δυνατότητες 215 μαθητών ηλικίας 5 έως 9 ετών τους οποίους ταξι-
νόμησε σε τέσσερα επίπεδα ανάλογα με την επίδοσή τους σε προσθετικά προβλή-
ματα εκτίμησης τα οποία ήταν λίγο δυσκολότερα σε σχέση με το επίπεδό τους. Τα
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παιδιά του πρώτου επιπέδου είχαν πολύ χειρότερη επίδοση από τα παιδιά υψηλό-
τερων επιπέδων, παρόλο που τα προβλήματα που τους δόθηκαν ήταν αρκετά ευ-
κολότερα. Τα αποτελέσματα της έρευνας καταδεικνύουν ότι οι μαθητές συχνά χρη-
σιμοποιούν κατάλληλες στρατηγικές για τα προβλήματα εκτίμησης, ελαφρά ανώ-
τερες από το επίπεδό τους, αλλά όχι σε πιο δύσκολα προβλήματα, γεγονός το οποίο
η Dowker ερμήνευσε λέγοντας ότι τα πολύ δύσκολα προβλήματα αποθαρρύνουν
τα παιδιά, οδηγώντας τα σε ανόητο μάντεμα. 

Οι Sowder & Wheeler (1987) έδωσαν προβλήματα εκτίμησης σε μαθητές επιπέδου
2, 4, 6, 8 και 10 και παρατήρησαν ότι η ικανότητα για να επιλύσουν τα προβλήματα
αύξανε ανάλογα με το επίπεδο. Ακολούθησαν συνεντεύξεις σε 4 μαθητές από κα-
θένα επίπεδο, οι οποίες έδειξαν ότι πριν το 6ο επίπεδο οι μαθητές είχαν πολύ λίγες
ικανότητες για εκτίμηση και σπάνια κατανοούσαν τι έπρεπε να κάνουν για να λύ-
σουν ένα πρόβλημα εκτίμησης. Σύμφωνα με τα αποτελέσματα της έρευνας οι Sow-
der και Wheeler διαπίστωσαν ότι οι έννοιες και οι στρατηγικές εκτίμησης των απο-
τελεσμάτων των πράξεων ακολουθούν αργή ανάπτυξη, καθώς και ότι η εκτίμηση
των αποτελεσμάτων των πράξεων είναι μια σύνθετη διαδικασία. 

Σε μια επόμενη ερευνά τους οι Sowder & Wheeler (1989) επιχείρησαν να προσδι -
ορίσουν την ανάπτυξη και κατανόηση των εννοιών και διαδικασιών που συνδέονται
άμεσα με την εκτίμηση των αποτελεσμάτων των πράξεων. Σε 12 μαθητές 3ου, 5ου,
7ου, 9ου επιπέδου (12 από κάθε επίπεδο), μέσης ικανότητας στα μαθηματικά, δόθη-
καν προβλήματα εκτίμησης υπολογισμών με λύσεις από υποθετικούς μαθητές,
καθώς και παρόμοια προβλήματα στα οποία οι ίδιοι καλούνταν να κάνουν εκτίμηση
του αποτελέσματος. Η ανάλυση των αποτελεσμάτων έδειξε ότι η διαδικασία πρώτα
να βρίσκεις την προσέγγιση και μετά να υπολογίζεις φάνηκε ότι αναπτύσσεται από
το 7ο επίπεδο και μετά, όπως επίσης και η αποδοχή πολλαπλών λύσεων καθώς και
η ικανότητα για εύρεση της προσέγγισης των αριθμών. Εξάλλου, η σημασία της αντι -
στάθμισης2 για την επίτευξη καλύτερων εκτιμήσεων αναγνωρίζεται από τους μα-
θητές των υψηλότερων επιπέδων, ενώ μόνο στο 9o επίπεδο οι μαθητές επιχειρούν
να τη χρησιμοποιήσουν κατά τη διαδικασία εκτίμησης. 

Οι Case & Sowder (1990) προσπάθησαν να αναλύσουν την εκτίμηση των αποτε-
λεσμάτων των πράξεων μεταξύ δύο ποιοτικά διαφορετικών στοιχείων που σχετί-
ζονται με την εκτίμηση: τη μετατροπή των ακριβών αριθμών σε κατά προσέγγιση
αριθμούς και τον (νοερό) υπολογισμό αυτών των αριθμών. Βασίστηκαν στη θεωρία
του Case (1985) για τη γνωστική ανάπτυξη, σύμφωνα με την οποία η γνωστική ανά-
πτυξη κατά την διάρκεια των σχολικών χρόνων περνά από δύο βασικά στάδια, κα-
θένα από τα οποία έχει τρία υποστάδια. Το πρώτο είναι το στάδιο της διάστασης
(dimensional stage) από 5 έως 10 ετών κατά τη διάρκεια του οποίου τα παιδιά μπο-
ρούν να εστιάζουν σε ένα μόνο στοιχείο που έχει μια ή περισσότερες διαστάσεις. Το
δεύτερο στάδιο είναι το διανυσματικό (vectorial stage) από 11 έως 18 ετών, κατά τη
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διάρκεια του οποίου τα παιδιά μπορούν να εστιάσουν σε δύο ή περισσότερα στοι-
χεία μιας δραστηριότητας. Καθώς λοιπόν η εκτίμηση περιέχει δύο σύνθετα, πολυ-
διάστατα στοιχεία, την εύρεση μιας προσέγγισης των αριθμητικών δεδομένων και
το νοερό υπολογισμό των αναδιατυπωμένων αριθμητικών δεδομένων, θεωρητικά
σύμφωνα με τους ερευνητές ανήκει σε επίπεδο στο οποίο τα παιδιά βρίσκονται στο
διανυσματικό στάδιο της γνωστικής ανάπτυξης. Δόθηκαν κατάλληλα προβλήματα
για κάθε υποστάδιο των δύο βασικών σταδίων που προαναφέρθηκαν σε 12 μαθητές
επιπέδου k, 2, 4, 7, 9 και 11/12, καθώς και προβλήματα του επόμενου υποσταδίου.
Οι προβλέψεις των ερευνητών για την επιτυχία της πλειοψηφίας των μαθητών στα
προβλήματα εκτίμησης που αντιστοιχούσαν στο υποστάδιο στο οποίο βρίσκονταν
ήταν απόλυτα ακριβείς. Ακριβείς επίσης ήταν και οι προβλέψεις τους για την απο-
τυχία της πλειοψηφίας των μαθητών σε προβλήματα που αντιστοιχούσαν σε υπο-
στάδιο επόμενο απ’ αυτό το οποίο ήδη διένυαν. Με βάση τα πορίσματα της έρευνας
οι ερευνητές προτείνουν ότι δεν θα πρέπει να υπάρχει βιασύνη στη διδασκαλία δια-
δικασιών εκτίμησης, αλλά να ακολουθείται η πορεία γνωστικής εξέλιξης. Επίσης, θα
πρέπει να γίνεται εκμετάλλευση της φυσικής ανάπτυξης τέτοιων ικανοτήτων, ώστε
αυτές να ισχυροποιούνται και να επεκτείνονται στο πλαίσιο μιας οργανωμένης δι-
δασκαλίας, όπως άλλωστε υποστηρίζει και ο Λεμονίδης (2013).

Οι LeFevre et.al (1993) πραγματοποίησαν έρευνα σε 21, 18 και 17 μαθητές 4ου, 6ου,
8ου επιπέδου αντίστοιχα και σε 20 ενήλικες δίνοντας τους ένα τεστ με προβλήματα
πολλαπλασιασμού προκειμένου να εκτιμήσουν το γινόμενο. Τα προβλήματα διέφε-
ραν ως προς τον αριθμό των ψηφίων: 1x2 (π.χ. 8x18), 1x3 (π.χ. 5x144), 2x2 (π.χ.
22x91) και 2x3 (π.χ. 45x164). Πολύ λίγοι μαθητές 4ου επιπέδου μπορούσαν να εκτι-
μήσουν. Οι περισσότεροι μαθητές 6ου και 8ου επιπέδου έδιναν λογικές απαντήσεις.
Η επίδοση στην εκτίμηση αυξανόταν ανάλογα με την ηλικία και οι ενήλικες έδιναν
πιο ακριβείς απαντήσεις σε σχέση με τους μαθητές, αλλά οι πιο σημαντικές ανα-
πτυξιακές αλλαγές αφορούσαν στην εννοιολογική γνώση που χρησιμοποιείται για
την εφαρμογή της διαδικασίας εκτίμησης. Από το 6ο επίπεδο οι μαθητές φαίνεται
να μπορούν να εφαρμόζουν στρογγυλοποίηση για να κάνουν λογικές εκτιμήσεις.
Μόνο οι ενήλικες φαίνεται να κατανοούν την αρχή της προσέγγισης κατανοώντας
ότι είναι σημαντικό η εκτίμηση να είναι κοντά στην ακριβή απάντηση. Οι ενήλικες
έδιναν ακριβείς απαντήσεις σε απλά προβλήματα και προσάρμοζαν τις αρχικές εκτι-
μήσεις τους στην ακριβή απάντηση (αντιστάθμιση). 

Η Volcova (2005) προσπάθησε να αναπτύξει ένα πλαίσιο για να περιγράψει τη
σκέψη των μαθητών σε καταστάσεις που περιλαμβάνουν εκτίμηση των αποτελε-
σμάτων των πράξεων. Ως μεθοδολογία χρησιμοποίησε τη μελέτη περίπτωσης λαμ-
βάνοντας ως δείγμα 8 μαθητές 8ου επιπέδου. Όλοι οι μαθητές που είχαν επιλεγεί
ήταν οι καλύτεροι στα Μαθηματικά στην τάξη τους, με την υπόθεση ότι οι πολύ
καλοί μαθητές αναμένονταν να επιδείξουν μεγάλη ποικιλία τεχνικών και στρατηγικών
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στην εκτίμηση των αποτελεσμάτων των πράξεων. Πραγματοποιήθηκε συνέντευξη
σ’ αυτούς τους μαθητές με τη χρήση ενός πρωτοκόλλου που αποτελούνταν από 19
ασκήσεις με ακέραιους αριθμούς, κλάσματα, ποσοστά και δεκαδικά κλάσματα, ενώ
δεν επιτρέπονταν η χρήση χαρτιού και μολυβιού. Ανάλογα με τη συνθετότητα των
στρατηγικών που χρησιμοποίησαν οι μαθητές, οι απαντήσεις τους ταξινομήθηκαν
σε 4 κατηγορίες που συνιστούν και 4 επίπεδα ιεραρχημένα ανάπτυξης: το προδια-
στατικό (predimensional), το μονοδιαστατικό (unidimensional), το δισδιαστατικό (bidi-
mensional) και το ολοκληρωμένο δισδιαστατικό (intergrated bidemensional). 

Με βάση τις προαναφερθείσες έρευνες παρατηρούμε ότι, όσον αφορά στην ανά-
πτυξη της ικανότητας για εκτίμηση του μεγέθους των αποτελεσμάτων των πρά-
ξεων, αρκετές έρευνες διαπιστώνουν την αργή ανάπτυξή της καθώς και την πολυ-
πλοκότητα και πολυσυνθετότητα της διαδικασίας της εκτίμησης (Sowder & Wheeler,
1987, 1989, LeFevre et.al, 1993), ενώ γίνεται προσπάθεια να οριοθετηθούν επίπεδα
ανάπτυξης της ικανότητας αυτής (Case & Wheeler, 1990, Dowker, 1997, Volcova,
2005). Επίσης, συγκλίνουν στο γεγονός ότι η ικανότητα εκτίμησης των αποτελεσμά-
των των πράξεων αναπτύσσεται μετά την ηλικία των 12 ετών. Οι Case & Sowder
(1990) και ο Λεμονίδης (2013) τονίζουν τη σημασία μιας οργανωμένης διδασκαλίας
για την ισχυροποίηση της φυσικής ικανότητας για εκτίμηση. 

Λαμβάνοντας υπόψη την υπάρχουσα βιβλιογραφία, διαπιστώνουμε ότι η ανά-
πτυξη της ικανότητας για εκτίμηση των αποτελεσμάτων των πράξεων έχει διερευ-
νηθεί από μικρό αριθμό ερευνών. Επίσης, οι έρευνες που έχουν πραγματοποιηθεί
ελέγχουν πολύ μικρό αριθμό δείγματος, οι περισσότερες χρησιμοποιούν πολύ πε-
ριορισμένο αριθμό και είδος ερωτημάτων σε σχέση με την εκτίμηση των αποτελε-
σμάτων των πράξεων ενώ μόνο οι LeFevre et.al (2003) εξετάζουν και ενήλικες. Δεν
εξετάζεται σε διευρυμένο δείγμα διάφορων ηλικιακών ομάδων με μεγάλο εύρος ερω-
τημάτων που αφορούν στην εκτίμηση των αποτελεσμάτων των πράξεων η εξέλιξη
της επίδοσης στην εκτίμηση των αποτελεσμάτων των πράξεων. 

2. Επίδοση μαθητών και ενηλίκων στην εκτίμηση 
των αποτελεσμάτων των πράξεων

Αρκετές έρευνες έχουν πραγματοποιηθεί σε διεθνές επίπεδο οι οποίες εξετάζουν
την επίδοση στην επίδοση στην εκτίμηση των αποτελεσμάτων των πράξεων.

Ωστόσο, οι έρευνες αυτές εστιάζουν σε περιορισμένο ηλικιακό εύρος και αφορούν
είτε στην επίδοση μαθητών (ενότητα 2.1) είτε στην επίδοση ενηλίκων (ενότητα 2.2). 

2.1. Επίδοση μαθητών
Οι Reys et.al (1991a) μελέτησαν την επίδοση και τις στρατηγικές που χρησιμοποιούν

μαθητές 5ου και 8ου επιπέδου στο Μεξικό. Σε δείγμα 255 μαθητών 5ου επιπέδου και
177 μαθητών 8ου επιπέδου έδωσαν τεστ με 38 ερωτήματα. Τα ερωτήματα εμφανί-
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ζονταν σε πίνακα με τη βοήθεια προβολέα για 12-15 δευτερόλεπτα. Υπήρχαν ερω-
τήματα χωρίς συγκείμενο αλλά και με συγκείμενο. Στους μαθητές 5ου επιπέδου ο
μέσος όρος συνολικού σκορ (και στα 38 ερωτήματα) είναι 1,1 (τυπική απόκλιση: 1,5)
και στους μαθητές 8ου επιπέδου είναι 4 (τυπική απόκλιση: 3,2). 

Οι Reys et.al (1991b) εξέτασαν την επίδοση και τις στρατηγικές που χρησιμοποιούν
μαθητές 5ου και 8ου επιπέδου στην Ιαπωνία. Το δείγμα αποτελούνταν από 279 μα-
θητές 5ου επιπέδου και 187 μαθητές 8ου επιπέδου. Το τεστ περιείχε 39 ερωτήματα
εκτίμησης των αποτελεσμάτων των πράξεων (25 χωρίς συγκείμενο και 14 με συ -
γκείμενο) τα οποία προβάλλονταν σε οθόνη για 10-15 δευτερόλεπτα. Ο μέσος όρος
για τους μαθητές 5ου επιπέδου ήταν 7,42 (τυπική απόκλιση: 5,16) και για τους μα-
θητές 8ου επιπέδου ήταν 11,18 (τυπική απόκλιση: 5,71). 

Ο Rubinstein (1985) μελέτησε τις σχετικές με την εκτίμηση των αποτελεσμάτων
των πράξεων ικανότητες και έδωσε τεστ σε 309 μαθητές 8ου επιπέδου. Το τεστ περι -
είχε 64 ερωτήματα: α) 16 ανοιχτά ερωτήματα, β) 16 ερωτήματα λογικότητας ενός
αποτελέσματος, γ) 16 ερωτήματα του τύπου: “η διαφορά 55,65-26,95 είναι μικρό-
τερη ή μεγαλύτερη από 20”, δ) 16 ερωτήματα πολλαπλής επιλογής που ελέγχουν
την τάξη μεγέθους. Ο μέσος όρος και οι τυπική απόκλιση σε καθεμιά από τις τέσ-
σερις αυτές περιοχές ήταν αντίστοιχα: α) Μ.Ο. 7,62 (τυπική απόκλιση 3,62), β) Μ.Ο.
9,75 (τυπική απόκλιση 2,62), γ) Μ.Ο. 11,31 (τυπική απόκλιση 2,83), δ) Μ.Ο. 12,1
(τυπική απόκλιση 3,18). Σύμφωνα με τα αποτελέσματα της έρευνας, η εκτίμηση
όταν τα αριθμητικά δεδομένα είναι δεκαδικοί αριθμοί αποδείχθηκε δυσκολότερη από
τους ακεραίους.

Οι Tsao & Pan (2010) μελέτησαν την επίδοση 235 μαθητών 5ου επιπέδου στην Tai-
wan δίνοντας τους τεστ με 28 ερωτήματα με ακεραίους, δεκαδικούς και κλάσματα.
Ο μέσος όρος σωστά απαντημένων ερωτημάτων των μαθητών ήταν 16,37 ενώ το
ποσοστό των σωστών απαντήσεων ήταν 58,48%. Η επίδοση των μαθητών στα κλά-
σματα και στους δεκαδικούς ήταν χαμηλότερη σε σχέση με την επίδοση στους ακε-
ραίους.

Οι Λεμονίδης & Νόλκα (2013) πραγματοποίησαν έρευνα σε 596 μαθητές Ε’ και Στ’
Δημοτικού προκειμένου να διερευνήσουν τις συμπεριφορές τους σε προβλήματα
κατ’ εκτίμηση υπολογισμών. Οι μαθητές που συμμετείχαν στην έρευνα είχαν επιλε-
γεί από τους δασκάλους τους λόγω των καλών τους επιδόσεων στα Μαθηματικά.
Οι μαθητές εξετάστηκαν γραπτά σε 4 θέματα, 1 από τα οποία περιείχε 2 προβλή-
ματα εκτίμησης (τα άλλα 3 θέματα ήταν λεκτικά προβλήματα). Τα ποσοστά επιτυ-
χίας με χρήση εκτίμησης στα 2 προβλήματα εκτίμησης για την Ε’ τάξη είναι 28,3%
για το πρόβλημα 1/2+3/8 και 22,3% για το πρόβλημα 28x56 ενώ για την Στ’ τάξη
είναι 34,4% για το πρόβλημα 9,84% του 816 και 48,6% για το πρόβλημα
1,26+4,79+0,99+1,37+2,58. Οι συγγραφείς διαπιστώνουν ότι οι μαθητές έχουν χα-
μηλή επίδοση σε προβλήματα εκτίμησης των αποτελεσμάτων των πράξεων, παρά
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το γεγονός ότι πρόκειται για μαθητές με καλές επιδόσεις στο μάθημα των Μαθημα-
τικών. Διαπιστώνουν επίσης τη συσχέτιση της ικανότητας κατ’ εκτίμηση υπολογι-
σμού με την ικανότητα επίλυσης προβλήματος. 

2.2. Επίδοση ενηλίκων
Οι Bestgen et.al (1980) εξετάζοντας τις ικανότητες των φοιτητών εκπαίδευσης

έδωσαν τεστ σε 187 φοιτητές το οποίο περιείχε 60 ανοιχτά ερωτήματα χωρίς συ -
γκείμενο με ακεραίους και δεκαδικούς. Ο μέσος όρος σε κάθε περιοχή ερωτημάτων
είναι: α) προσθέσεις (17 ερωτήματα) Μ.Ο. 5,8 β) αφαιρέσεις (13 ερωτήματα) Μ.Ο.
4,5 γ) Πολλαπλασιασμοί (15 ερωτήματα) Μ.Ο. 1,7) και δ) διαιρέσεις (15 ερωτήματα)
Μ.Ο. 2,8. Στα 64 ερωτήματα ο μέσος όρος επιτυχίας είναι 14,8. Από τα αποτελέ-
σματα της έρευνας φάνηκε ότι η επίδοσή τους ήταν καλύτερη σε προβλήματα πρό-
σθεσης και αφαίρεσης σε σχέση με προβλήματα πολλαπλασιασμού και διαίρεσης
και επίσης καλύτερη σε προβλήματα με ακέραιους σε σχέση με προβλήματα με δε-
καδικούς αριθμούς (όπως και στην έρευνα του Rubinstein, 1985).

Ο Gliner (1991) μελετώντας τους παράγοντες που συνεισφέρουν στην επιτυχία
στην εκτίμηση των αποτελεσμάτων των πράξεων έδωσε τεστ με 25 ερωτήματα σε
141 φοιτητές εκπαίδευσης. Ο μέσος όρος επιτυχίας ήταν 14,17 (τυπική απόκλιση:
4,51).

Οι Lemonidis & Kaimakami (2013) πραγματοποίησαν έρευνα σε 50 υποψήφιους
δασκάλους προκειμένου να διερευνήσουν τις γνώσεις τους στους κατ’ εκτίμηση υπο-
λογισμούς. Η εξέταση έγινε με προσωπική συνέντευξη σε 15 προβλήματα ενώ χρο-
νομετρήθηκε και ο χρόνος απάντησης. Οι μελλοντικοί δάσκαλοι εμφανίζουν χαμηλή
επίδοση (π.χ. το ποσοστό επιτυχίας για το πρόβλημα “εκτιμήστε περίπου το ακό-
λουθο αποτέλεσμα: 62x79” είναι 52% ενώ μόνο το 44% χρησιμοποιεί τη διαδικασία
της εκτίμησης και δεν καταφεύγει στον ακριβή αλγοριθμικό υπολογισμό). Οι συγ-
γραφείς της έρευνας καταλήγουν στο συμπέρασμα ότι οι αιτίες για τις δυσκολίες
των φοιτητών στους κατ’ εκτίμηση υπολογισμούς είναι: α) η γενική τους αδυναμία
στους νοερούς υπολογισμούς και β) το γεγονός ότι δεν γνώριζαν και δεν ήταν εξα-
σκημένοι σε στρατηγικές εκτίμησης. Επίσης, συμπεραίνουν ότι οι παράγοντες που
επηρεάζουν τη δυσκολία ενός προβλήματος που απαιτεί κατ’ εκτίμηση υπολογισμό
είναι: α) το είδος της πράξης που εμπεριέχει το πρόβλημα (οι πολλαπλασιασμοί και
οι διαιρέσεις είναι πιο δύσκολες πράξεις από τις προσθέσεις), β) τα χαρακτηριστικά
των αριθμών της πράξης (το μέγεθος των αριθμών, το πλήθος των όρων της πρά-
ξης, το είδος των αριθμών) και γ) το περιεχόμενο της εκφώνησης του προβλήματος
(αν π.χ. είναι οικείο). 

Οι Lemonidis et.al (2014) εξέτασαν την επίδοση 80 Ελλήνων δασκάλων στην εκτί-
μηση των αποτελεσμάτων των πράξεων. Δόθηκε ένα τεστ με 10 προβλήματα. Οι
συγγραφείς, με βάση τα αποτελέσματα της έρευνας επισημαίνουν ότι οι εν ενεργεία
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δάσκαλοι δεν έχουν εξαιρετική επίδοση σε προβλήματα εκτίμησης των αποτελεσμά-
των των πράξεων, παρόλο που οφείλουν να διδάσκουν τέτοια προβλήματα στις
τάξεις τους (π.χ. στο πρόβλημα “Ένας εργάτης δούλεψε 28 ημέρες για 56� τη μέρα.
Πόσο περίπου θα πληρωθεί;” το ποσοστό επιτυχίας με χρήση εκτίμησης είναι 67,5%
ενώ το 2,5% βρίσκει την ακριβή απάντηση με χρήση αλγορίθμου). Οι μεγαλύτερες
δυσκολίες που αντιμετωπίζουν είναι σε προβλήματα με πολλαπλασιασμούς και δι-
αιρέσεις, καθώς και με κλάσματα. 

Με βάση τα αποτελέσματα των παραπάνω ερευνών διαπιστώνουμε ότι τόσο η
επίδοση των μαθητών, όσο και η επίδοση των ενηλίκων στην εκτίμηση των αποτε-
λεσμάτων των πράξεων είναι πολύ χαμηλή, παρά την προσπάθεια για ενσωμάτωση
των κατ’ εκτίμηση υπολογισμών στα αναλυτικά προγράμματα σε διεθνές επίπεδο.
Επίσης, μαθητές και ενήλικες εμφανίζουν χαμηλότερη επίδοση σε κατ’ εκτίμηση πολ-
λαπλασιασμούς και διαιρέσεις σε σχέση με κατ’ εκτίμηση προσθέσεις και αφαιρέσεις
(Lemonidis & kaimakami, 2013, Lemonidis et.al, 2014), ενώ μεγαλύτερες δυσκολίες
αντιμετωπίζουν στην εκτίμηση πράξεων με δεκαδικούς σε σχέση με τους ακεραίους
και ακόμα μεγαλύτερες δυσκολίες στην εκτίμηση των αποτελεσμάτων των πράξεων
μεταξύ κλασμάτων (Tsao & Pan, 2011, Lemonidis et.al, 2014). 

Παρόλο που οι παραπάνω έρευνες δίνουν στοιχεία για την επίδοση μαθητών και
ενηλίκων στην εκτίμηση των αποτελεσμάτων των πράξεων και επισημαίνουν το έλ-
λειμμα που παρατηρείται όσον αφορά στο συγκεκριμένο θέμα, ωστόσο δεν εξετά-
ζεται: α) η διαφοροποίηση της επίδοσης στην εκτίμηση των αποτελεσμάτων των
πράξεων ανάλογα με την ηλικία, β) η σχέση μεταξύ των διάφορων υποπεριοχών
της εκτίμησης των αποτελεσμάτων των πράξεων (π.χ. σχέση μεταξύ εκτίμησης
πολλαπλασιασμών και εκτίμησης διαιρέσεων ακεραίων) και γ) η διαμόρφωση αυτής
της σχέσης ανάλογα με την ηλικία.

Λαμβάνοντας υπόψη τις παραπάνω διαπιστώσεις σχεδιάσαμε και πραγματοποι-
ήσαμε έρευνα με σκοπό να συνεισφέρουμε στην παροχή στοιχείων σχετικά με την
επίδοση μαθητών και ενηλίκων στην εκτίμηση των αποτελεσμάτων των πράξεων. 

Η εμπειρική έρευνα που πραγματοποιήσαμε έχει σκοπό να δώσει στοιχεία απα -
ντήσεων στα παρακάτω διερευνητικά ερωτήματα:

• πώς διαφοροποιείται η επίδοση στην εκτίμηση του μεγέθους των αποτελεσμάτων
των πράξεων ανάλογα με την ηλικία;

• ποια είναι η σχέση μεταξύ της επίδοσης σε διάφορες υποπεριοχές των κατ’ εκτί-
μηση υπολογισμών; 

• πώς διαμορφώνεται η σχέση μεταξύ της επίδοσης σε διάφορες υποπεριοχές των
κατ’ εκτίμηση υπολογισμών ανάλογα με την ηλικία; 
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3. Μεθοδολογία

3.1. Συμμετέχοντες
Προκειμένου να επιτευχθεί ο σκοπός της έρευνας, δόθηκε τεστ σε μαθητές Πρω-

τοβάθμιας και Δευτεροβάθμιας Εκπαίδευσης καθώς και σε φοιτητές Π.Τ.Δ.Ε. Επιλέ-
ξαμε να δώσουμε το τεστ σε μαθητές οι οποίοι βρίσκονται στο τέλος του Δημοτικού
Σχολείου, σε μαθητές οι οποίοι μόλις έχουν τελειώσει την Υποχρεωτική Εκπαίδευση
και σε μαθητές οι οποίοι βρίσκονται στο τέλος της Δευτεροβάθμιας Εκπαίδευσης.
Έτσι, το τεστ δόθηκε σε μαθητές που τελειώνουν την Ε’ και Στ’ Δημοτικού3, σε μα-
θητές που μόλις έχουν ξεκινήσει την Α’ Λυκείου (θεωρώντας ότι οι μαθητές αυτοί
έχουν μόλις τελειώσει την υποχρεωτική εκπαίδευση) και σε μαθητές οι οποίοι τελει-
ώνουν τη Β’ Λυκείου4. Επίσης, το τεστ δόθηκε σε φοιτητές Π.Τ.Δ.Ε. εκπροσωπώντας
μια ομάδα ενηλίκων οι οποίοι επιπροσθέτως είναι μελλοντικοί δάσκαλοι και θα κλη-
θούν να διδάξουν την εκτίμηση του μεγέθους των αποτελεσμάτων των πράξεων
στους μαθητές σύμφωνα με το ισχύον αναλυτικό πρόγραμμα. Το τεστ δόθηκε σε
ολόκληρα τμήματα σχολείων του Ηρακλείου ίδιας περίπου οργανικότητας (12/θέσια
και άνω) τα οποία ανήκουν σε μέσες αστικές περιοχές, μη προνομιούχες αλλά και
μη προβληματικές, με μαθητικό δυναμικό που κυμαίνονταν από 15 έως 23 μαθητές
ανά τμήμα για τα Δημοτικά και 21-27 μαθητές ανά τμήμα για τα Λύκεια. Έτσι, το
δείγμα της έρευνας αποτέλεσαν 304 μαθητές Ε’ Δημοτικού, 329 μαθητές Στ’ Δημο-
τικού, 252 μαθητές Α’ Λυκείου, 261 μαθητές Β’ Λυκείου από σχολεία του Ηρακλείου
και 244 φοιτητές Β’ εξαμήνου του Π.Τ.Δ.Ε. Πανεπιστημίου Κρήτης. Το τεστ δόθηκε
στο πλαίσιο του σχολικού προγράμματος για τους μαθητές και στο πλαίσιο παρα-
κολούθησης μαθήματος μαθηματικού περιεχομένου για τους φοιτητές.

3.2. Όργανα και διαδικασία
Το τεστ που διαμορφώθηκε περιείχε ερωτήματα που αφορούσαν σε κατ’ εκτίμηση

πολλαπλασιασμούς και διαιρέσεις ακεραίων και δεκαδικών. Επιλέχθηκαν τυπικά
ερωτήματα που αντιπροσωπεύουν τις περιοχές αυτές, ενώ δόθηκαν μόνο ερωτή-
ματα πολλαπλασιασμών και διαιρέσεων καθώς θεωρούνται δυσκολότερες πράξεις
σύμφωνα με τη βιβλιογραφία (βλ. ενότητες 2.1 και 2.2). Δόθηκαν 2 θέματα. Το 1ο

θέμα περιείχε 9 ερωτήματα πολλαπλής επιλογής στα οποία έπρεπε να εκτιμήσουν
τη σωστή τάξη μεγέθους του αποτελέσματος τοποθετώντας το ανάμεσα στις κα-
τάλληλες δυνάμεις του 10. Το 2ο θέμα περιείχε 7 ανοιχτά ερωτήματα στα οποία
έπρεπε να εκτιμήσουν το αποτέλεσμα. Στους μαθητές Α’ και Β’ Λυκείου καθώς και
στους φοιτητές δόθηκαν δύο επιπλέον ανοιχτά ερωτήματα που αφορούσαν στην
εκτίμηση διαιρέσεων δεκαδικών5. Τα θέματα που δόθηκαν με τα επιμέρους ερωτή-
ματα είναι τα εξής:
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1ο θέμα: Να βρείτε με το μυαλό ανάμεσα σε ποιους αριθμούς βρίσκονται τα αποτε-
λέσματα των παρακάτω πράξεων και να βάλετε σταυρό στο κατάλληλο
τετραγωνάκι6: 

Πολλαπλασιασμοί Διαιρέσεις

Ακέραιοι 57•83 3745•5321 289•574 17531:423 6143:28

Δεκαδικοί 9,24•0,27 0,092•0,035 4,37:235 0,035:48,32

2ο θέμα: Να υπολογίσετε με το μυαλό πόσο περίπου κάνουν τα αποτελέσματα των
παρακάτω πράξεων (Π.χ. 23•11 περίπου: 200):

Πολλαπλασιασμοί Διαιρέσεις

Ακέραιοι 62•73 4832•876 2181•1485 67952:317 26472:43

Δεκαδικοί 8,32•0,26 0,45•0,071 3,4:5127 0,26:17,12

Οι συμμετέχοντες είχαν περίπου 25 λεπτά στη διάθεσή τους να συμπληρώσουν
το τεστ.

4. Αποτελέσματα 

4.1. Σύγκριση των διάφορων ηλικιακών ομάδων ως προς την επίδοσή
τους στους κατ’ εκτίμηση υπολογισμούς

Στον παρακάτω πίνακα φαίνεται ο μέσος όρος8 και η τυπική απόκλιση της επί-
δοσης κάθε ηλικιακής ομάδας στους κατ’ εκτίμηση υπολογισμούς. 

Πίνακας 1: Μέσος όρος και τυπική απόκλιση της επίδοσης όλων των ηλικιακών
ομάδων στους κατ’ εκτίμηση υπολογισμούς 

Ηλικιακή Κατ’ εκτίμηση υπολογισμοί Κατ’ εκτίμηση υπολογισμοί
ομάδα (16 ερωτήματα) (18 ερωτήματα)

Μ.Ο. Τυπική απόκλιση Μ.Ο. Τυπική απόκλιση

Ε’ Δημοτικού 3,6 2,7

Στ’ Δημοτικού 3,65 2,77

Α’ Λυκείου 4,58 3,15 4,86 3,37

Β’ Λυκείου 6,53 3,88 7,08 4,33

Φοιτητές 7,78 4,56 8,46 5,02
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Παρατηρούμε ότι στους κατ’ εκτίμηση η μεγαλύτερη αύξηση του μέσου όρου εμ-
φανίζεται στη Β’ Λυκείου. Αύξηση του μέσου όρου παρατηρείται και στους φοιτητές.
Ωστόσο, οι φοιτητές αποτελούν μια ιδιαίτερη ομάδα αφού πρόκειται για προϊόν
διαλογής, καθώς η βάση εισαγωγής στο Π.Τ.Δ.Ε. Πανεπιστημίου Κρήτης το 2009 και
2010, οπότε εισήχθησαν στη σχολή, ήταν αρκετά υψηλή και επομένως ήταν πιθα-
νότατα αρκετά καλοί μαθητές. Έτσι η σύγκριση με τη Β’ Λυκείου είναι ενδεικτική και
τα συμπεράσματα αφορούν στη συγκεκριμένη ομάδα ενηλίκων και σε καμία περί-
πτωση δεν είναι γενικεύσιμα. Μικρή αύξηση του μέσου όρου παρατηρείται στην Α’
Λυκείου, η οποία ωστόσο συντελείται σε χρονικό διάστημα 3,5 ετών. 

Στο παρακάτω γράφημα φαίνεται πώς εξελίσσεται η επίδοση των μαθητών στους
κατ’ εκτίμηση υπολογισμούς:

Γράφημα 1: Εξέλιξη της επίδοσης στους κατ’ εκτίμηση υπολογισμούς

Παρατηρούμε ότι στους κατ’ εκτίμηση υπολογισμούς μέχρι την Α’ Λυκείου δεν πα-
ρατηρείται αξιόλογη μεταβολή του μέσου όρου, ενώ αισθητά μεγαλύτερη αύξηση
του μέσου όρου επίδοσης εμφανίζεται στη Β’ Λυκείου αλλά και στους φοιτητές.

Συνολικά στους κατ’ εκτίμηση υπολογισμούς (χωρίς τα 2 ερωτήματα που δόθηκαν
επιπλέον στην Α’ και Β’ Λυκείου και στους φοιτητές) σύμφωνα με το t-test για τη
σύγκριση των μέσων όρων επίδοσης των διάφορων ηλικιακών ομάδων ανά δύο
έχουμε:
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Πίνακας 2: Σύγκριση της επίδοσης των διάφορων ηλικιακών ομάδων 
στους κατ’ εκτίμηση υπολογισμούς 

Κατ’ εκτίμηση υπολογισμοί Μ.Ο. Τυπική t p9

(16 ερωτήματα) απόκλιση

Ε’ Δημοτικού- Ε’ Δημοτικού 3,6 2,698 -0,223 0,824

Στ’ Δημοτικού Στ’ Δημοτικού 3,65 2,768

Στ’ Δημοτικού- Στ’ Δημοτικού 3,65 2,768 -3,777 <0,001

Α’ Λυκείου Α’ Λυκείου 4,58 4,4

Α’ Λυκείου- Α’ Λυκείου 4,58 4,4 -6,261 <0,001

Β’ Λυκείου Β’ Λυκείου 6,53 3,88

Β’ Λυκείου- Β’ Λυκείου 6,53 3,88 -3,318 0,001

Φοιτητές Φοιτητές 7,78 4,56

Έτσι, με βάση το μέσο όρο επίδοσης στους κατ’ εκτίμηση υπολογισμούς παρατη-
ρούμε ότι η Στ’ τάξη δεν διαφοροποιείται ως προς την επίδοση από την Ε’ τάξη.
Καλύτερη επίδοση έχουν οι μαθητές της Α’ Λυκείου, ακόμα καλύτερη επίδοση έχουν
οι μαθητές της Β’ Λυκείου και ακόμα καλύτερη οι φοιτητές. 

4.2. Σύγκριση της επίδοσης των διάφορων ηλικιακών ομάδων στις
διάφορες υποπεριοχές των κατ’ εκτίμηση υπολογισμών

Στον παρακάτω πίνακα παρουσιάζεται η σύγκριση των μέσων όρων επίδοσης
των διάφορων ηλικιακών ομάδων στους κατ’ εκτίμηση υπολογισμούς και στις διά-
φορες υποπεριοχές της περιοχής αυτής σύμφωνα με την εφαρμογή του t-test. Συ -
μπληρωματικά με τις πληροφορίες που παίρνουμε από τους δείκτες κεντρικής
τάσης, για τη διευκόλυνση της κατανόησης των αποτελεσμάτων δίνουμε και το πο-
σοστό των “επιτυχόντων” σε κάθε υποπεριοχή. Ως “επιτυχόντες” σε μια υποπε-
ριοχή θεωρούμε τους μαθητές και τους φοιτητές που αποτυγχάνουν το πολύ σε
ένα ερώτημα της υποπεριοχής αυτής. Δηλαδή δίνουμε το ποσοστό αυτών που
απάντησαν σε 5 ή 6 από τα 6 ερωτήματα που τέθηκαν στους κατ’ εκτίμηση πολ-
λαπλασιασμούς ακεραίων, σε 3 ή 4 από τα 4 ερωτήματα στους κατ’ εκτίμηση πολ-
λαπλασιασμούς δεκαδικών, σε 3 ή 4 από τα 4 ερωτήματα στις κατ’ εκτίμηση διαι-
ρέσεις ακεραίων, σε 1 ή 2 από τα 2 ερωτήματα στις κατ’ εκτίμηση διαιρέσεις δεκα-
δικών (και σε 3 ή 4 από τα 4 ερωτήματα στις κατ’ εκτίμηση διαιρέσεις δεκαδικών
για την Α’ και Β’ Λυκείου και για τους φοιτητές).
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Πίνακας 3: Σύγκριση της επίδοσης των διάφορων ηλικιακών ομάδων στους κατ’
εκτίμηση υπολογισμούς και στις διάφορες υποπεριοχές της περιοχής αυτής10 

Περιοχή Ηλικιακή Μ.Ο. Τυπική Ποσοστό t p
ομάδα απόκλιση επιτυχόντων11

Κατ’ εκτίμηση Ε’ Δημοτ. 1,85 1,66 10,2%

πολλαπλασια- Στ’ Δημοτ. 2,11 1,74 12,5% -1,903 0,057

σμοί ακεραίων Α’ Λυκείου 2,22 1,72 12,7% -0,752 0,452

(6 ερωτήματα) Β’ Λυκείου 3,1 1,88 26,1% -5,529 <0,001

Φοιτητές 3,6 1,93 41,4% -2,99 0,003

Κατ’ εκτίμηση Ε’ Δημοτ. 0,76 0,92 5%

πολλαπλασια- Στ’ Δημοτ. 0,76 0,97 6,4% -0,044 0,96512

σμοί δεκαδικών Α’ Λυκείου 0,81 0,96 7,1% -0,564 0,573

(4 ερωτήματα) Β’ Λυκείου 1,26 1,22 17,6% -4,659 <0,001

Φοιτητές 1,48 1,33 25,8% -1,958 0,05

Κατ’ εκτίμηση Ε’ Δημοτ. 0,71 0,92 5,6%

διαιρέσεις Στ’ Δημοτ. 0,78 1 7,9% -0,965 0,335

ακεραίων Α’ Λυκείου 1,19 1,24 17,5% -4,231 <0,001

(4 ερωτήματα) Β’ Λυκείου 1,71 1,38 31,8% -4,504 <0,001

Φοιτητές 2 1,49 41% -2,314 0,021

Κατ’ εκτίμηση Ε’ Δημοτ. 0,29 0,51 28,6%

διαιρέσεις Στ’ Δημοτ. 0,31 0,53 28,2% -0,653 0,514

δεκαδικών Α’ Λυκείου 0,37 0,59 31% -1,182 0,23813

(2 ερωτήματα) Β’ Λυκείου 0,47 0,67 36,8% -1,78 0,079

Φοιτητές 0,7 0,8 48,8% -3,491 <0,001

Κατ’ εκτίμηση Α’ Λυκείου 0,65 0,85 3,6%

διαιρέσεις Β’ Λυκείου 1,02 1,13 10% -4,247 <0,001

δεκαδικών Φοιτητές 1,38 1,25 21,7% -3,37 0,001

Παρατηρούμε ότι η Ε’ με την Στ’ Δημοτικού δεν διαφέρουν με στατιστικά σημα -
ντική διαφορά, ενώ η Στ’ Δημοτικού με την Α’ Λυκείου διαφέρουν μόνο στις κατ’ εκτί-
μηση διαιρέσεις ακεραίων, γεγονός που προκαλεί τη στατιστικά σημαντική διαφο-
ροποίηση μεταξύ τους στο σύνολο των κατ’ εκτίμηση υπολογισμών που αναφέρθηκε
στον πίνακα 2. Επίσης, η Ε’ Δημοτικού με την Α’ Λυκείου δεν διαφέρουν με στατιστικά
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σημαντική διαφορά στους κατ’ εκτίμηση πολλαπλασιασμούς δεκαδικών καθώς και
στις κατ’ εκτίμηση διαιρέσεις δεκαδικών (βλ. σημειώσεις 12,13). Όσον αφορά στις
υπόλοιπες ηλικιακές ομάδες, αυτές διαφέρουν μεταξύ τους ανά δύο και συνολικά
στους κατ’ εκτίμηση υπολογισμούς αλλά και στις επιμέρους υποπεριοχές τους. 

4.3. Σχέση μεταξύ των διάφορων υποπεριοχών της εκτίμησης 
των αποτελεσμάτων των πράξεων 

Παρακάτω θα εξετάσουμε τη σχέση μεταξύ των διάφορων υποπεριοχών των κατ’
εκτίμηση υπολογισμών. Στον πίνακα 4 φαίνεται η συσχέτιση μεταξύ των κατ’ εκτί-
μηση πολλαπλασιασμών ακεραίων με τις υπόλοιπες περιοχές σε όλες τις ηλικιακές
ομάδες σύμφωνα με το δείκτη Pearson. 

Πίνακας 4: Συσχέτιση των διάφορων περιοχών του τεστ με  
τους κατ’ εκτίμηση πολλαπλασιασμούς ακεραίων

Κατ’ εκτίμηση πολλαπλασιασμοί ακεραίων

Ε’ Στ’ Α’ Β’ Φοιτητές
Δημοτικού Δημοτικού Λυκείου Λυκείου

Pearson r Pearson r Pearson r Pearson r Pearson r

Κατ’ εκτίμηση 0,289** 0,38** 0,309** 0,43** 0,635**

πολλαπλασιασμοί 
δεκαδικών

Κατ’ εκτίμηση 0,289** 0,184** 0,41** 0,49** 0,607**

διαιρέσεις ακεραίων

Κατ’ εκτίμηση 
διαιρέσεις δεκαδικών
(2 ερωτήματα) 0,027 0,016 0,061 0,249** 0,361**

Κατ’ εκτίμηση 
διαιρέσεις δεκαδικών
(4 ερωτήματα) - - 0,163* 0,371** 0,494**

* Η συσχέτιση είναι στατιστικά σημαντική σε επίπεδο σημαντικότητας μικρότερο από 0,05.

** Η συσχέτιση είναι στατιστικά σημαντική σε επίπεδο σημαντικότητας μικρότερο από 0,001.

Παρατηρούμε ότι η συσχέτιση των κατ’ εκτίμηση πολλαπλασιασμών ακεραίων με
τους κατ’ εκτίμηση πολλαπλασιασμούς δεκαδικών και τις κατ’ εκτίμηση διαιρέσεις
ακεραίων είναι στατιστικά σημαντική σε όλες τις ηλικιακές ομάδες. Ωστόσο, η συσχέ-
τιση αυτή γίνεται ισχυρότερη στη Β’ Λυκείου και ακόμη ισχυρότερη στους φοιτητές.
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Σε ό,τι αφορά τις κατ’ εκτίμηση διαιρέσεις δεκαδικών (2 ερωτήματα), η συσχέτιση γί-
νεται στατιστικά σημαντική στη Β’ Λυκείου και εξακολουθεί να είναι στατιστικά ση-
μαντική και ακόμη ισχυρότερη στους φοιτητές. Όσον αφορά στις κατ’ εκτίμηση δι-
αιρέσεις δεκαδικών, λαμβάνοντας υπόψη τα 4 ερωτήματα που τέθηκαν στους μα-
θητές Λυκείου και στους φοιτητές, η συσχέτιση γίνεται ισχυρότερη σε κάθε ανώτερη
ηλικιακή ομάδα. Τέλος, παρατηρούμε ότι η συσχέτιση με τους κατ’ εκτίμηση πολλα-
πλασιασμούς δεκαδικών και τις κατ’ εκτίμηση διαιρέσεις ακεραίων είναι ισχυρότερη
σε σχέση με τις κατ’ εκτίμηση διαιρέσεις δεκαδικών.

Στον παρακάτω πίνακα φαίνεται η συσχέτιση των κατ’ εκτίμηση πολλαπλασι -
ασμών δεκαδικών με τις υπόλοιπες υποπεριοχές σύμφωνα με το δείκτη Pearson. 

Πίνακας 5: Συσχέτιση των διάφορων περιοχών του τεστ με τους κατ’ εκτίμηση
πολλαπλασιασμούς δεκαδικών

Κατ’ εκτίμηση πολλαπλασιασμοί δεκαδικών

Ε’ Στ’ Α’ Β’ Φοιτητές
Δημοτικού Δημοτικού Λυκείου Λυκείου

Pearson r Pearson r Pearson r Pearson r Pearson r

Κατ’ εκτίμηση
πολλαπλασιασμοί 
ακεραίων 0,289** 0,38** 0,309** 0,43** 0,635**

Κατ’ εκτίμηση 
διαιρέσεις ακεραίων 0,339** 0,405** 0,409** 0,474** 0,6**

Κατ’ εκτίμηση 
διαιρέσεις δεκαδικών
(2 ερωτήματα) 0,135* 0,136* 0,077 0,276** 0,531**

Κατ’ εκτίμηση 
διαιρέσεις δεκαδικών
(4 ερωτήματα) - - 0,218** 0,488** 0,671**

Παρατηρούμε ότι η συσχέτιση με τις κατ’ εκτίμηση διαιρέσεις ακεραίων είναι στα-
τιστικά σημαντική και γίνεται ισχυρότερη σε κάθε ανώτερη ηλικιακή ομάδα. Η συ-
σχέτιση με τις κατ’ εκτίμηση διαιρέσεις δεκαδικών είναι ασθενής μέχρι την Στ’ Δημο-
τικού, μη στατιστικά σημαντική στην Α’ Λυκείου και γίνεται στατιστικά σημαντική
και ισχυρότερη στη Β’ Λυκείου, ενώ στους φοιτητές γίνεται πολύ ισχυρότερη. 

Στον πίνακα 6 φαίνεται η συσχέτιση των κατ’ εκτίμηση διαιρέσεων ακεραίων με
τις υπόλοιπες υποπεριοχές σύμφωνα με το δείκτη Pearson.
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Πίνακας 6: Συσχέτιση των διάφορων περιοχών του τεστ με τις 
κατ’ εκτίμηση διαιρέσεις ακεραίων

Κατ’ εκτίμηση διαιρέσεις ακεραίων

Ε’ Στ’ Α’ Β’ Φοιτητές
Δημοτικού Δημοτικού Λυκείου Λυκείου

Pearson r Pearson r Pearson r Pearson r Pearson r

Κατ’ εκτίμηση 
πολλαπλασιασμοί 
ακεραίων 0,289** 0,184** 0,41** 0,49** 0,607**

Κατ’ εκτίμηση 
πολλαπλασιασμοί 
δεκαδικών 0,339** 0,405** 0,409** 0,474** 0,6**

Κατ’ εκτίμηση 
διαιρέσεις δεκαδικών
(2 ερωτήματα) 0,053 0,136* 0,095 0,28** 0,45**

Κατ’ εκτίμηση 
διαιρέσεις δεκαδικών
(4 ερωτήματα) - - 0,283** 0,499** 0,578**

Παρατηρούμε ότι οι κατ’ εκτίμηση διαιρέσεις ακεραίων σχετίζονται σημαντικά με
τους κατ’ εκτίμηση πολλαπλασιασμούς ακεραίων και δεκαδικών και οι συσχετίσεις
γίνονται ισχυρότερες σε κάθε ανώτερη ηλικιακή ομάδα. Η συσχέτισή τους με τις κατ’
εκτίμηση διαιρέσεις δεκαδικών είναι μη στατιστικά σημαντική στην Ε’ Δημοτικού και
στην Α’ Λυκείου, στατιστικά σημαντική αλλά πολύ ασθενής στην Στ’ Δημοτικού και
γίνεται ισχυρότερη στη Β’ Λυκείου και ακόμα ισχυρότερη στους φοιτητές. 

Στον πίνακα 7 και 8 φαίνεται η συσχέτιση των κατ’ εκτίμηση διαιρέσεων δεκαδι-
κών (2 και 4 ερωτήματα αντίστοιχα) με τις υπόλοιπες υποπεριοχές των κατ’ εκτί-
μηση υπολογισμών σύμφωνα με το δείκτη Pearson.
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Πίνακας 7: Συσχέτιση των διάφορων περιοχών του τεστ με τις 
κατ’ εκτίμηση διαιρέσεις δεκαδικών

Κατ’ εκτίμηση διαιρέσεις δεκαδικών (2 ερωτήματα)

Ε’ Στ’ Α’ Β’ Φοιτητές
Δημοτικού Δημοτικού Λυκείου Λυκείου

Pearson r Pearson r Pearson r Pearson r Pearson r

Κατ’ εκτίμηση 
πολλαπλασιασμοί 
ακεραίων 0,027 0,016 0,061 0,249** 0,361**

Κατ’ εκτίμηση 
πολλαπλασιασμοί 
δεκαδικών 0,135* 0,136* 0,077 0,276** 0,531**

Κατ’ εκτίμηση 
διαιρέσεις ακεραίων 0,053 0,136* 0,095 0,28** 0,45**

Στον πίνακα 7 παρατηρούμε ότι οι κατ’ εκτίμηση διαιρέσεις δεκαδικών παραμένουν
ασυσχέτιστες με τις υπόλοιπες υποπεριοχές μέχρι και την Α’ Λυκείου, ή παρατηρούμε
στατιστικά σημαντική συσχέτιση αλλά πολύ ασθενή. Στη Β’ Λυκείου οι συσχετίσεις γί-
νονται στατιστικά σημαντικές, ενώ στους φοιτητές γίνονται ισχυρότερες. 

Πίνακας 8: Συσχέτιση των διάφορων περιοχών του τεστ με τις 
κατ’ εκτίμηση διαιρέσεις δεκαδικών 

Κατ’ εκτίμηση διαιρέσεις δεκαδικών (4 ερωτήματα) 

Α’ Λυκείου Β’ Λυκείου Φοιτητές

Pearson r Pearson r Pearson r

Κατ’ εκτίμηση 
πολλαπλασιασμοί ακεραίων 0,171* 0,371** 0,494**

Κατ’ εκτίμηση 
πολλαπλασιασμοί δεκαδικών 0,218** 0,488** 0,671**

Κατ’ εκτίμηση 
διαιρέσεις ακεραίων 0,283** 0,499** 0,578**

Όσον αφορά στα 4 ερωτήματα κατ’ εκτίμηση διαιρέσεων δεκαδικών παρατη-
ρούμε ότι οι συσχετίσεις τους με τις υπόλοιπες περιοχές γίνονται αρκετά ισχυρότε-
ρες στη Β’ Λυκείου και ακόμα πιο ισχυρές στους φοιτητές. 
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Πρόκειται επομένως για μια περιοχή που φαίνεται να μη σχετίζεται με τις υπό-
λοιπες υποπεριοχές μέχρι την Α’ Λυκείου. Στη Β’ Λυκείου, στο ηλικιακό σημείο στο
οποίο όπως είδαμε παρατηρείται η πρώτη σημαντική βελτίωση στους κατ’ εκτίμηση
υπολογισμούς, οι κατ’ εκτίμηση διαιρέσεις δεκαδικών ενοποιούνται με τις υπόλοιπες
περιοχές των κατ’ εκτίμηση υπολογισμών. 

5. Συζήτηση

Όσον αφορά στην επίδοση στους κατ’ εκτίμηση πολλαπλασιασμούς και διαιρέ-
σεις:

• Μεταξύ Ε’ και Στ’ Δημοτικού ουσιαστικά δεν υπάρχει καμία διαφοροποίηση. 

• Η επίδοση των μαθητών της Α’ Λυκείου δεν διαφέρει με στατιστικά σημαντική δια-
φορά από την επίδοση των μαθητών της Ε’ και Στ’ Δημοτικού, όσον αφορά στους
κατ’ εκτίμηση πολλαπλασιασμούς ακεραίων και δεκαδικών αλλά και στις κατ’ εκτί-
μηση διαιρέσεις δεκαδικών. Διαφοροποίηση παρατηρείται ωστόσο στις κατ’ εκτί-
μηση διαιρέσεις ακεραίων, όπου οι μαθητές της Α’ Λυκείου έχουν σημαντικά κα-
λύτερη επίδοση σε σχέση με τους μαθητές της Ε’ και Στ’ Δημοτικού. Το γεγονός
αυτό ενδεχομένως οφείλεται στο ότι μια μικρή ομάδα μαθητών στην Α’ Λυκείου
που έχει καλή επίδοση στους κατ’ εκτίμηση πολλαπλασιασμούς ακεραίων έχει
πλέον καλή επίδοση και στις κατ’ εκτίμηση διαιρέσεις ακεραίων, ενοποιώντας το
δίκτυο γνώσεών τους ως προς την εκτίμηση πράξεων μεταξύ ακεραίων.

• Στα αποτελέσματα που αφορούν στη Β’ Λυκείου εμφανίζεται το πρώτο άλμα14

σε ό,τι αφορά την επίδοση των μαθητών στην εκτίμηση του μεγέθους των απο-
τελεσμάτων πολλαπλασιασμών και διαιρέσεων. 

• Επίσης, καλύτερη επίδοση παρατηρείται και στους φοιτητές σε σχέση με τη Β’
Λυκείου.

• Οι συσχετίσεις μεταξύ των υποπεριοχών των κατ’ εκτίμηση υπολογισμών γίνο -
νται ισχυρότερες στη Β’ Λυκείου και ακόμα ισχυρότερες στους φοιτητές.

• Οι κατ’ εκτίμηση πολλαπλασιασμοί ακεραίων, δεκαδικών και διαιρέσεις ακεραίων
σχετίζονται σημαντικά σε όλες τις ηλικιακές ομάδες. 

• Οι κατ’ εκτίμηση διαιρέσεις δεκαδικών παραμένουν ασυσχέτιστες με τις υπόλοιπες
υποπεριοχές μέχρι και την Α’ Λυκείου. Στη Β’ Λυκείου φαίνεται πως όλες οι υπο-
περιοχές ενοποιούνται και δημιουργούν περισσότερο συμπαγές οικοδόμημα όσον
αφορά στους κατ’ εκτίμηση υπολογισμούς, το οποίο φαίνεται να γίνεται ακόμα
πιο συμπαγές στους φοιτητές. 

Σύμφωνα με τα αποτελέσματα της έρευνας φαίνεται ότι υπάρχει μια πολύ αργή
εξέλιξη της επίδοσης στην εκτίμηση του μεγέθους των αποτελεσμάτων πολλαπλα-
σιασμών και διαιρέσεων, θέμα το οποίο δεν είχε διερευνηθεί. Αυτό αποτελεί ένδειξη
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για την αργή ανάπτυξη της ικανότητας εκτίμησης του μεγέθους των αποτελεσμάτων
των πράξεων. Μάλιστα, ενώ οι Sowder & Wheeler, 1987 και Case & Sowder, 1990
αναφέρουν ότι η ικανότητα αυτή αναπτύσσεται μετά την ηλικία των 12 ετών, τα
αποτελέσματα της παρούσας έρευνας παρέχουν ενδείξεις ότι αναπτύσσεται πολύ
αργότερα, οπότε και το γνωστικό οικοδόμημα, όσον αφορά στους κατ’ εκτίμηση υπο-
λογισμούς, γίνεται πιο στέρεο, θέμα το οποίο παρέμενε αδιερεύνητο μέχρι τώρα. 

Επιπλέον, σε όλες τις ηλικιακές ομάδες η επίδοση στους κατ’ εκτίμηση υπολογι-
σμούς είναι χαμηλή, όπως άλλωστε προκύπτει και από έρευνες σε διεθνές επίπεδο
για την επίδοση μαθητών ή ενηλίκων (βλ. ενότητες 2.1 και 2.2). Ωστόσο στην πα-
ρούσα έρευνα αναδεικνύεται με τη χρήση όμοιων ερευνητικών εργαλείων για όλες
τις ηλικιακές ομάδες η χαμηλή επίδοση σε όλες τις βαθμίδες εκπαίδευσης, γεγονός
που παρέχει ενδείξεις για το ότι η ενσωμάτωση ορισμένων κριτηρίων εκτίμησης και
ελέγχου στα ισχύοντα διδακτικά εγχειρίδια και η διδακτική αντιμετώπιση του θέμα-
τος δεν έχει τα επιθυμητά αποτελέσματα. 

Σημειώσεις
1. Οι McIntosh et.al (1997) περιγράφουν την αίσθηση του αριθμού ως “τη γενική κατανόηση ενός

ατόμου του αριθμού και των πράξεων, μαζί με τη δυνατότητα και την τάση να χρησιμοποιήσει
αυτήν την κατανόηση με ευέλικτους τρόπους για να κάνει μαθηματικές κρίσεις και να αναπτύξει
χρήσιμες και αποτελεσματικές στρατηγικές στον χειρισμό αριθμητικών καταστάσεων”.

2. Η αντιστάθμιση είναι μια συγκεκριμένη διαδικασία κατά την οποία γίνονται οι απαραίτητες τρο-
ποποιήσεις στο αποτέλεσμα ώστε να επιτευχθεί καλύτερη προσέγγιση, σε αντιστοιχία με τις
τροποποιήσεις που υπέστησαν τα αρχικά αριθμητικά δεδομένα κατά τη φάση της αναδιατύ-
πωσης (διαδικασίας μετατροπής των αριθμητικών δεδομένων για την παραγωγή μιας πιο εύ-
χρηστης νοερής μορφής, η οποία αφήνει τη δομή του προβλήματος ανέπαφη) σε σχέση πάντα
με την πράξη (Reys et al., 1982). 

3. Επιλέχθηκε και η Ε’ και η Στ’ τάξη καθώς θεωρείται σημαντική η ωρίμανση που επιτελείται κατά
τη μετάβαση από τη μία τάξη στην άλλη (Sowder & Wheeler, 1987).

4. Δεν υπήρχε η δυνατότητα να επιλέξουμε μαθητές Γ’ Λυκείου, καθώς βρίσκονται σε περίοδο προ-
ετοιμασίας για τις πανελλήνιες εξετάσεις και δεν μπορούσαμε να τους επιβαρύνουμε συμμετέ-
χοντας στην έρευνα.

5. Τα ερωτήματα αυτά δεν δόθηκαν στους μαθητές της Ε’ και Στ’ τάξης καθώς θεωρήθηκαν δύ-
σκολα με βάση πιλοτική έρευνα που πραγματοποιήθηκε. Δόθηκαν αντίστοιχα ερωτήματα στο
1ο θέμα το οποίο όμως ήταν πολλαπλής επιλογής. 

6. Στους μαθητές δινόταν ένα λυμένο παράδειγμα το οποίο παραθέτουμε:

13 • 11  10 < □ < 100 <+□< 1.000 < □ < 10.000 < □ < 100.000 < □ < 1.000.000 < □ <
10.000.000 < □ < 100.000.000 < □ < 1.000.000.000

7. Το ερώτημα αυτό όπως και το επόμενο δόθηκε μόνο στους μαθητές Α’ και Β’ Λυκείου και στους
φοιτητές.

8. Ο μέσος όρος είναι το πηλίκο του αθροίσματος των σωστά απαντημένων ερωτημάτων κάθε
εξεταζόμενης περιοχής όλων των συμμετεχόντων κάθε ηλικιακής ομάδας διά το πλήθος των
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συμμετεχόντων αυτών. Ως σωστή απάντηση θεωρήθηκε η εύρεση τουλάχιστον της σωστής
τάξης μεγέθους. 

9. p είναι το επίπεδο σημαντικότητας. Με γκρι είναι σκιασμένα τα κελιά όπου η διαφορά είναι στα-
τιστικά σημαντική σε επίπεδο σημαντικότητας μικρότερο του 0,05.

10. Με γκρι είναι σκιασμένα τα κελιά όπου η διαφορά με την αμέσως προηγούμενη ηλικιακή ομάδα
είναι στατιστικά σημαντική σε επίπεδο σημαντικότητας μικρότερο του 0,05.

11. Το ποσοστό αυτών που επιτυγχάνουν σε τουλάχιστον 4 ερωτήματα στους κατ’ εκτίμηση πολ-
λαπλασιασμούς ακεραίων είναι: Ε’ Δημοτικού: 18,1% Στ’ Δημοτικού: 21% Α’ Λυκείου: 23% Β’
Λυκείου: 44,5% Φοιτητές: 52,9%. Το ποσοστό αυτών που επιτυγχάνουν σε 2 από τα 2 ερωτή-
ματα στις κατ’ εκτίμηση διαιρέσεις δεκαδικών είναι: Ε’ Δημοτικού: 2,6% Στ’ Δημοτικού: 3% Α’
Λυκείου: 6% Β’ Λυκείου: 10% Φοιτητές: 20,9%.

12. Η Α’ Λυκείου δε διαφέρει ούτε με την Ε’ Δημοτικού (t=-0,061 p=0,542).

13. Η Α’ Λυκείου δε διαφέρει ούτε με την Ε’ Δημοτικού (t=-1,77 p=0,081).

14. Όσον αφορά στο άλμα που εμφανίζεται στη Β’ Λυκείου στην επίδοση στους κατ’ εκτίμηση
υπολογισμούς αξίζει να σημειωθούν τα εξής: η διδασκαλία των δυνάμεων και των ιδιοτήτων
τους συμπεριλαμβάνεται στο διδακτικό εγχειρίδιο των Μαθηματικών Α’ Λυκείου. Όμως η ικα-
νότητα εκτέλεσης πράξεων με δυνάμεις του 10 και με αριθμούς του τύπου νx10μ όπου νΝ�,
1<ν<100 και μΖ (π.χ. 700•800) αποτελεί προαπαιτούμενη γνώση για την πραγματοποίηση
κατ’ εκτίμηση υπολογισμών (Κούρκουλος & Τζανάκης, 2000). Επιπλέον, σύμφωνα με πληρο-
φορίες που πήραμε από καθηγητές Φυσικής, η προαπαιτούμενη αυτή γνώση χρησιμοποιείται
κατά κόρον στην Α’ και Β’ Λυκείου στο μάθημα της Φυσικής. Η χρήση της προαπαιτούμενης
αυτής γνώσης ως εργαλείο συστηματικής χρήσης πιθανόν αποτελεί έναν παράγοντα που συ-
νεισφέρει ουσιωδώς στην εξήγηση της σημαντικής διαφοροποίησης που παρατηρείται στη Β’
Λυκείου ως προς την επίδοση στους κατ’ εκτίμηση υπολογισμούς. Ωστόσο το θέμα αυτό χρει-
άζεται περαιτέρω εμπειρική διερεύνηση. 
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